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p R ó L O G O
Por Carlos E. Vasco U.
Es difícil escribir un prólogo para un libro sobre álgebra, así sea tan atractivo 
como este, porque el prologuista necesitaría saber cómo le fue al lector o lec-
tora con el álgebra de bachillerato, si bien, regular o mal; si estudió el famoso 
libro de Baldor o uno más moderno, y si al final del noveno grado decidió que 
iba a estudiar matemáticas, física, economía o ingeniería, o si se inclinaría 
más por una carrera en la que hubiera el mínimo de matemáticas posible, 
ojalá cero.
La dificultad ―ya de por sí ingente― de sintonizar con el lector o lectora 
y con su imaginería mental sobre el álgebra de bachillerato se me hace a mí 
mucho más amenazante todavía, porque a mí me gusta tanto el álgebra que 
decidí hacer mi tesis doctoral sobre el álgebra abstracta e inútil, una especie 
de álgebra esotérica que no pretende servir para nada sino para inventar 
álgebras cada vez más abstractas. Por ello no puedo concebir cómo es posible 
que a tantos jóvenes les disguste el álgebra, les parezca dificilísima, o que 
digan que no entendieron gran cosa, así hubieran sacado buenas notas (y que 
algunos hasta la odien). En cambio, a mí me divierte muchísimo y me sirve de 
entretenimiento en mis ratos de ocio o de insomnio, así como en las demoras 
interminables del transporte público o privado por las calles de Bogotá.
Tuve una gran satisfacción hace ya cinco años cuando por fin uno de 
mis estudiantes del Énfasis en Educación Matemática del Doctorado Inte-
rinstitucional en educación DIE me pidió asesorarle su tesis doctoral sobre la 
enseñanza del álgebra desde los últimos grados de primaria. Rodolfo Vergel 
había venido estudiando en su especialización y su maestría la multiplicación, 
las funciones lineales y la transición entre la aritmética de los siete primeros 
grados al álgebra de octavo y noveno. Explorando la literatura de educación 
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matemática se había encontrado con una corriente de investigadores que 
proponían, ensayaban y evaluaban la aventura de enseñar algunos tópicos de 
álgebra a todos los niños y niñas de la educación básica primaria, propuesta 
que se llamó “Álgebra Temprana” (“Early Algebra”); más específicamente, 
impulsaban la idea de integrar el pensamiento algebraico en todas las asig-
naturas de las matemáticas escolares, lo que se llamó la “algebrización del 
currículo” de la educación básica.
Mayor fue mi satisfacción al ver que muchos de esos investigadores eran 
antiguos conocidos míos, y que uno de los más jóvenes y más brillantes, 
Luis Radford, un guatemalteco residente en el Canadá, quería ser director, 
codirector o al menos asesor de Rodolfo en su nueva aventura. Acepté sin 
dilación, y disfruté y aprendí mucho con Luis y con Rodolfo en los intentos de 
analizar el uso temprano del álgebra y los caminos y obstáculos que ocurrían 
en la transición de la aritmética con números enteros y racionales específicos 
a una nueva especie de aritmética generalizada con números y cantidades 
todavía no determinados que se suele llamar “álgebra escolar” o “álgebra de 
bachillerato”. Esas cantidades todavía no determinadas se llaman a veces 
“incógnitas”, “variables” o “parámetros” y hasta “constantes arbitrarias”, 
aunque, por supuesto, yo prefiero llamarlas “indeterminadas”.
Fuere como fuere su experiencia con el álgebra de octavo y noveno grado, 
el lector o lectora que me haya seguido hasta aquí va a disfrutar muchísimo 
siguiendo las aventuras de los niños y niñas que dialogaron con Rodolfo sobre 
el tema del álgebra antes de que les diera miedo encontrarse con letras raras, 
como eme y ene, pe, qu y erre, o una “V” grande mal escrita, y las más asusta-
doras, la equis, la ye y la zeta, con cruces y rayas por la izquierda y numeritos 
pequeños encaramados a la derecha.
¿Será posible “encarretar” con el álgebra a los niños y niñas desde los 
primeros grados de primaria, o al menos de los últimos, antes de que se 
encuentren con esos monstruos terroríficos? Por algo los profesores de ma-
temáticas asustan con ellos a sus estudiantes al comenzar el octavo grado. 
Todavía no sabemos la respuesta, pero este libro hace valiosas contribuciones 
a la búsqueda de esas respuestas y a su concreción en métodos y técnicas de 
trabajo algebraico en todos los grados escolares.
En realidad, yo sigo pensando que también en los de preescolar, porque 
―para mí― las ecuaciones de primer grado se deberían poder resolver en 
primer grado, aunque ya muchos niños y niñas se han encontrado con ellas al 
menos desde transición. Observemos las siguientes tres ecuaciones de primer 
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grado, y el lector o lectora me dirá si tengo razón o no de que son ecuaciones, 
de que son de primer grado en la incógnita, variable o indeterminada, y de 
que todos los niños y niñas de primer grado pueden resolverlas (aunque la 
tercera les cuesta más):
3 + 5 = □ 
3 + □ = 8
□ + 5 = 8
Si al lector o lectora no le gustó el cuadrito como símbolo de la incóg-
nita o variable, táchelo con una “x” y tal vez así aceptará más fácilmente 
mi propuesta. Más bien que usar la “x” para encerrarla entre el cuadro, me 
gusta pensar ese cuadrito como una tapa cuadrada que el niño o niña puede 
levantar, pero no antes de haber intentado adivinar qué número hay debajo. 
En el tablero, el borrador de fieltro sirve de tapa para proponer la adivinanza. 
Para mí, toda ecuación es una adivinanza, y el álgebra no es sino una serie de 
técnicas simbólicas para transformar una adivinanza difícil en una más fácil. 
Por eso es para mí tan entretenida.
Supongamos ahora que también la operación es variable y su símbolo 
se puede escribir en el redondelito “o”. Ya verá el lector o lectora qué tan 
entretenido se pone el juego de adivinar si empieza a cambiar la cruz por una 
raya horizontal para devolver la suma, o por una “x” de multiplicar, o por 
un signo “/” para devolver la multiplicación, o un sombrerito “^ ” de elevar a 
una potencia. ¡Y todavía faltan las dos maneras de devolver la operación del 
sombrerito!
Supongamos ahora que no solo uno de los tres números, el que está tapa-
do debajo del cuadrito, sino que los otros dos números también son variables, 
que podemos escribir “@” y “©”, y para acabar de ajustar, supongamos que 
también la operación es variable y su símbolo se puede escribir en el redon-
delito “o”:
@o© = □ 
@o□ = ©
□o@ = ©
Ahora sí se entretendrá el lector o lectora con esta álgebra temprana, 
intermedia y tardía, pero ojalá no tanto que se demore en iniciar la lectura 
del libro que tiene en sus manos.
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i n t R O D u c c i ó n
Una tradición curricular muy bien establecida nos ha llevado a pensar que la 
enseñanza del álgebra es un asunto de la escuela secundaria. La idea detrás 
de esta tradición es que, para entender álgebra, es necesario tener una base 
aritmética relativamente sólida. De hecho, muchos —y entre ellos incluimos 
no solamente a matemáticos y educadores matemáticos, sino también a filó-
sofos, científicos y sicólogos del desarrollo, como Kant, Newton y Vygotsky, 
respectivamente— han considerado el álgebra como una extensión o genera-
lización de la aritmética. ¿Cómo, dentro de esta línea de pensamiento, podría 
pensarse en enseñar álgebra si el estudiante no ha desarrollado suficiente-
mente su base aritmética?
Sin embargo, desde hace algunos años se ha venido contemplando, 
en las reflexiones sobre la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas, la 
idea de empezar a enseñar álgebra a estudiantes jóvenes. James Kaput fue 
un pionero de lo que se ha dado en llamar hoy en día el álgebra temprana 
(“Early Algebra”). En su texto, presentado en un encuentro organizado por 
el “National Council of Teachers of Mathematics” y otros organismos esta-
dounidenses, Kaput enérgicamente sostiene que una exposición temprana al 
álgebra “eliminates the most pernicious curricular element of today’s school 
mathematics —late, abrupt, isolated, and superficial high-school algebra 
courses” (Kaput, 1998, p. 24). Y apunta que “The key to algebra reform is to 
integrate algebraic reasoning across all grades and all topics —to ‘algebrafy’ 
school mathematics” (p. 24).
Numerosas investigaciones han sido llevadas a cabo desde entonces para 
tratar de mostrar que alumnos de escuela primaria pueden, efectivamente, 
empezar a ser expuestos a los primeros rudimentos de álgebra. Se ha argüi-
do que una introducción progresiva al álgebra en la escuela primaria puede 
facilitar más adelante el acceso de los estudiantes a los conceptos algebraicos 
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más avanzados (ver, por ejemplo, Ainley, 2001; Arzarello & Robutti, 2001; 
Cai & Knuth, 2011; Carraher, Schliemann & Brizuela, 2001; Dougherty, 2003; 
Moss & Beatty, 2006; Rivera, 2006; Becker & Rivera, 2006a, 2006b; Warren, 
2006). 
La emergencia y el desarrollo de este nuevo campo de investigación den-
tro de la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas —el álgebra temprana— 
no ha ocurrido sin dificultades. La más temible, me parece, es la de entender 
claramente qué es el álgebra. Dicha pregunta nos lleva a otra pregunta que 
fue muy discutida en los años 1980 y 1990: ¿Cuál es realmente la diferencia 
entre la aritmética y el álgebra? (ver, por ejemplo, Bednarz, Kieran & Lee, 
1996; Filloy & Rojano, 1984, 1989; Kieran, 1989; Wagner & Kieran, 1989).
La pregunta no obedece a una pura curiosidad intelectual. Dentro del 
contexto canadiense en el que trabajo, el curriculum ha sido algebrizado, y 
si no lo ha sido en el sentido de Kaput, por lo menos el álgebra aparece desde 
el primer año de escuela primaria. Como la diferencia entre la aritmética y 
el álgebra no es clara, no se sabe si ciertos contenidos prescritos en el pro-
grama de estudios de matemáticas de Ontario caen dentro de lo que debería 
todavía considerarse aritmética o dentro de lo que sería ya álgebra. Este es el 
caso de la generalización de secuencias o patrones (pattern generalization). 
El problema aparece también a nivel de la investigación. He participado en 
congresos en los que se han presentado análisis de soluciones a tareas de 
generalización que los investigadores adjudican al álgebra, aunque me parece 
que serían todavía del orden del pensamiento aritmético. Y al revés: he visto 
análisis que se consideran y presentan como aritméticos, aunque me parece 
que son ya genuinamente algebraicos. Como he argumentado en varios de 
mis propios trabajos (por ejemplo, Radford, 2006, 2014), el criterio de uti-
lización de un simbolismo alfanumérico no es garantía de que la forma de 
pensamiento subyacente sea algebraica. ¿Podríamos decir que un estudiante 
que constata que 2+3 = 3+2, que 4+5 = 5+4 y que sobre la base de otros pocos 
(o muchos) casos particulares llega a afirmar que a+b = b+a, ha operado una 
generalización algebraica? Si ese fuese el caso, ¿cuáles serían exactamente 
los conceptos algebraicos puestos en juego? La confusión proviene de creer 
que el simbolismo caracteriza al pensamiento algebraico. En realidad, hay 
generalizaciones aritméticas, y estas pueden expresarse a través de varios 
sistemas semióticos, incluso el sistema semiótico alfanumérico. Esto vale 
también para las generalizaciones algebraicas. Estas pueden expresarse a 
través de varios sistemas semióticos, incluso (aunque no necesariamente) el 
alfanumérico.
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En un capítulo que apareció en el Second Handbook of Research on 
Mathematics Teaching and Learning, Carraher & Schliemann sugieren que 
el álgebra es inherente a la aritmética. El álgebra estaría ya allí, pero hay 
que aprender a verla. Según estos autores, la aritmética tiene ya un carácter 
algebraico y en el fondo la aritmética y el álgebra no son “completamente dis-
tintos” (2007, p. 669). Ahora bien, si no son completamente distintos, ¿qué es 
entonces lo que los distingue? ¿Qué distingue una generalización aritmética 
de una algebraica, si el símbolo no es el criterio discriminatorio?
El libro de Rodolfo Vergel se enmarca dentro de las preocupaciones con-
temporáneas de enseñanza y aprendizaje del álgebra en estudiantes jóvenes 
(Early Algebra). Una de las ventajas que presenta el libro es que no se com-
promete a estudiar el pensamiento algebraico solamente donde hay símbolo 
alfanumérico. Se trata de un intento serio por rastrear formas de pensamiento 
algebraico temprano y de dilucidar las diferencias con las formas de pensa-
miento aritmético. Además, siguiendo con una de las ideas fundamentales 
de la perspectiva histórico-cultural que nos viene de la filosofía de Hegel, 
Marx y una serie de epistemólogos rusos, como Evald Ilyenkov, se trata de 
comprender la emergencia del pensamiento algebraico temprano a través del 
prisma de la actividad que lo genera. De entrada, el libro formula el objeto de 
estudio en relación a la especificidad de la actividad del aula de matemáticas. 
Estamos, pues, muy lejos de las aproximaciones idealistas y racionalistas que 
han alimentado al cognitivismo tradicional que plantea y estudia el problema 
del pensamiento y su emergencia como fenómeno mental. 
En efecto, el libro gira alrededor de una pregunta de investigación que 
me parece formulada de manera clara y cuya respuesta promete avanzar los 
conocimientos en esta área de la educación matemática, área todavía nueva 
en la que queda mucho por investigar. La pregunta es la siguiente:
¿Qué formas de pensamiento algebraico temprano emergen en alumnos 
de cuarto y quinto grados de Educación Básica Primaria (9-10 años), como 
resultado de su participación en la actividad matemática del aula, específi-
camente en torno a tareas sobre generalización de patrones?
Como los primeros capítulos lo muestran, el libro ofrece un panorama 
muy rico de la problemática tratada. Se incluye un número importante de 
referencias a trabajos nacionales e internacionales. Se presenta también un 
marco teórico —el de la teoría de la objetivación— que se aplica luego tanto al 
diseño de las tareas y actividades como al análisis de los datos.
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He de subrayar el hecho que el autor maneja los conceptos de la teoría 
de la objetivación de una manera profunda y pertinente. Los conceptos son 
introducidos de manera coherente, clara y progresiva, lo que ayuda al lector 
a recorrer el libro sin dificultades. Las ilustraciones (fotos, diagramas, etc.) 
facilitan la lectura.
Hay que decir que si bien se dispone ya de ciertos resultados acerca de la 
emergencia del pensamiento algebraico en jóvenes estudiantes frente a tareas 
basadas en patrones figurales, se conoce muy poco o casi nada acerca de la 
emergencia del pensamiento algebraico y las dificultades de los estudiantes 
jóvenes ante tareas como las secuencias tabulares, puramente numéricas o 
puramente figurales que se exploran en este libro.
La idea de explorar sistemáticamente y comparativamente el pensamien-
to algebraico en esos contextos me parece, en efecto, muy importante para 
hacer avanzar la investigación en la educación matemática, sobre todo que 
el libro explora el pensamiento algebraico a través de tres vectores o compo-
nentes analíticos en los que dicho pensamiento encuentra sus bases, a saber:
•  El sentido de indeterminancia (objetos básicos como: incógnitas, 
variables y parámetros) aquello como opuesto a la determinancia 
numérica.
•  La analiticidad, como forma de trabajar los objetos indeterminados, 
es decir, el reconocimiento del carácter operatorio de los objetos bá-
sicos.
•  La designación simbólica o expresión semiótica de sus objetos, esto 
es, la manera específica de nombrar o referir los objetos. 
Hay, sin duda, varios elementos que hacen que el libro genere avances del 
conocimiento propio a su área de estudio. Pienso en particular en el posicio-
namiento teórico, énfasis y reconocimiento de lo que se llama el “Problema 
del Mensaje” que viene a funcionar como elemento clave de la actividad en la 
aparición de formas más complejas de pensamiento algebraico. 
El libro será sin duda de interés para educadores matemáticos, matemá-
ticos, psicólogos y profesores y maestros en general.
Luis Radford
Sudbury, Canada
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1.1 UN CONTEXTO PROBLEMÁTICO SOBRE EL 
DESARROLLO DEL PENSAMIENTO ALGEBRAICO
Resultados de investigación enmarcados en la perspectiva semiótica-cultural 
de la educación matemática sugieren revisar los estudios sobre el desarrollo 
del pensamiento matemático en general y en particular las formas de pen-
samiento aritmético, algebraico y geométrico. Dichos trabajos (Arzarello & 
Edwards, 2005; Miranda, Radford & Guzmán, 2007; Arzarello, 2006; Ra-
dford & Demers, 2004; Radford, Bardini & Sabena, 2007; Radford, 2006a, 
2006b, 2008a, 2008b, 2009, 2010a, 2010b, 2010c; Radford & Roth, 2010; 
Roth & Radford, 2011; Santi, 2010, 2011; D A´more, Radford & Bagni, 2007) 
ponen en evidencia la necesidad de reconocer que, por ejemplo, las formas de 
pensamiento algebraico pueden ser exploradas en términos de la forma en 
que surgen y evolucionan nuevas relaciones entre el cuerpo, la percepción y 
el inicio del uso de símbolos a medida que los alumnos participan en activi-
dades sobre generalización de patrones. 
Los resultados de estas investigaciones indican que, en particular, las 
formas de pensamiento algebraico emergen en el aula de clase como con-
secuencia no sólo de las tareas propuestas, sino también de la naturaleza 
de la actividad.1 Estos resultados sugieren que dentro de esta actividad se 
manifiesta la toma de conciencia (objetivación) de las formas históricas de 
pensamiento algebraico que objetivan los alumnos. La idea de actividad nos 
1. La idea de actividad, en el sentido de Leontiev, según Radford (2004b), es un proceso 
social cuyo propósito es alcanzar un objeto impregnado de entrada con significados 
culturales y conceptuales; este objeto de la actividad se alcanza a través de acciones 
mediatizadas por sistemas semióticos depositarios de la historia cognitiva inscrita en 
estos últimos por generaciones pasadas. Esta idea será tematizada en el cuadro teórico 
de esta investigación, en el cual haremos la distinción, desde la epistemología hegeliana, 
entre tarea y actividad. 
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obliga a considerar una concepción de semiótica,2 en donde el pensamiento 
aparece de manera contextualizada. 
Uno de los intereses actuales, según Radford, es la creación de actividades 
de clase que tengan una densidad epistemológica y propicien la interacción 
entre los estudiantes y entre estudiantes y profesor, en torno a tareas sobre 
generalización de patrones, que puedan ofrecer a los estudiantes la oportuni-
dad de reflejar su pensamiento algebraico (ver, por ejemplo, Radford, 2000, 
2002, 2003, 2009; Radford & Demers, 2004; Radford, Bardini & Sabena, 
2007). Se reconoce que en este proceso de manifestar su pensamiento al-
gebraico, en general los estudiantes acuden necesariamente a maneras de 
referir lo indeterminado. 
Vasco (2007) y Radford (2008a, 2008b, 2009, 2010a, 2010b, 2010c) po-
nen de manifiesto el interés de investigar sobre las formas como niños y niñas 
refieren a lo indeterminado, las formas de referir a la incógnita o variable, las 
cuales pueden ser lingüísticas y también corporales. Vasco (2007), apoyado 
en planteamientos de Austin (1962, 1975) y Searle (1969, 1979), sostiene que 
además de la sintaxis, en un enunciado (por ejemplo, de tipo algebraico como 
puede ser una fórmula algebraica) es necesario considerar su significado 
inmediato por la semántica y la intención ilocutiva del enunciador por la 
pragmática. Este autor llama la atención sobre la necesidad de analizar las 
dificultades de los estudiantes que aparecen por la sintaxis, la semántica y 
la pragmática del lenguaje, no sólo en los grados de secundaria (por ejemplo 
en 8° y 9°) sino desde los inicios de la escolaridad. En esta dirección Vasco 
(2007, p. 123) plantea que: 
Las dificultades introducidas por la sintaxis, la semántica y la pragmática 
del lenguaje aritmético-algebraico no aparecen sólo con la introducción 
del álgebra elemental en los grados octavo y noveno, pues están presentes 
desde el inicio de la aritmética escolar en los primeros grados de primaria, 
y hoy día, aun en los últimos de preescolar. 
Es necesario subrayar que estas dificultades parecen estar inscritas en 
las interacciones que se dan entre los tres aspectos del lenguaje (sintaxis, 
semántica y pragmática), más que en cada uno de ellos separadamente. 
2. La idea de signo en la psicología vygotskiana incluye: gestos, movimiento, algo escrito, 
lo oral, etc., lo cual sugiere nuestro posicionamiento en una perspectiva pragmática del 
significado, en tanto la mediación semiótica va más allá de adjudicarle a los signos el sim-
ple rol de representación del conocimiento. Los signos se convierten en los mediadores 
que permiten realizar la actividad reflexiva. El papel de representar, por lo general atri-
buido a los signos, es sustituido por un proceso más integral que Radford (2004, 2006b) 
llama objetivación. 
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Socas (2011) informa que las orientaciones curriculares de Pre-Álgebra y 
de “Early-Algebra” se encuentran en una fase de desarrollo inicial en los tres 
ámbitos que caracterizan la Educación Matemática: epistemológico, cogni-
tivo y didáctico. Sostiene, apoyado en los estudios de Mason (1996), Mason, 
Graham, Pimm & Gowar (1999), Mason, Burton & Stacey (1982), Carraher 
& Schliemann (2007), Kieran (2007) y Radford (1996), entre otros, que no 
hay todavía respuestas claras sobre qué tareas y formas de aprendizaje son 
algebraicas y cuáles no, y qué tipo de evidencias se necesitan para evaluar la 
presencia de pensamiento algebraico.
 Un componente necesario de la generalización algebraica según Kieran 
(1989, 2006, 2007) es el uso del simbolismo algebraico para razonar sobre la 
generalización y expresarla. Según Kieran (1989, p. 165), “para una caracteri-
zación significativa del pensamiento algebraico no es suficiente ver lo general 
en lo particular, se debe ser capaz de expresarlo algebraicamente”. El simbo-
lismo algebraico es el lenguaje que da voz al pensamiento algebraico, “el len-
guaje que expresa la generalidad” (Mason, 1996). No obstante, la naturaleza 
de dicho lenguaje puede ser diversa (MEN, 1998, 2006). Hay un desfase entre 
la habilidad de los estudiantes para reconocer y expresar verbalmente un 
cierto grado de generalidad y la habilidad para emplear la notación algebraica 
con facilidad. English & Warren (1998) sostienen que la parte más difícil es 
expresar algebraicamente las generalizaciones.
En relación con la naturaleza diversa del lenguaje aludida en el párrafo 
anterior y a partir de las sugerencias investigativas de Vasco (2007) y Rad-
ford (2008a, 2008b, 2009, 2010a, 2010b, 2010c) en relación con las formas 
como niños y niñas refieren a lo indeterminado y expresan la generalidad, 
estudios llevados a cabo por Radford (2008b, 2009, 2010a, 2010b, 2010c) 
han identificado una tipología de generalizaciones algebraicas. Dicha tipo-
logía (Factual, Contextual y Simbólica), “puede considerarse como ejemplos 
de formas de pensamiento algebraico” (comunicación personal, septiembre 
15 de 2011). En este sentido, los medios semióticos de objetivación (gestos, 
movimiento, ritmicidad, artefactos, actividad perceptual, formas lingüísti-
cas, etc.)3 estratifican el objeto matemático en niveles de generalidad. Según 
este investigador, las formas de pensamiento algebraico (Factual, Contextual 
y Simbólica) constituyen un intento por comprender las actuaciones de los 
3. La idea de medio semiótico de objetivación será desarrollada en el marco teórico de 
esta investigación. En particular, hacemos una caracterización teórica de la idea de gesto 
como medio semiótico de objetivación. 
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estudiantes a través de los medios semióticos de objetivación que movilizan, 
cuando se enfrentan a tareas en el contexto de la generalización de patrones. 
Los procesos de objetivación (Radford, 2009), en principio, son asumidos 
como los procesos sociales a través de los cuales los estudiantes capturan la 
lógica cultural con la que los objetos de saber han sido dados y se familiarizan 
con las formas de acción y pensamiento históricamente constituidas. 
En la secuencia figural4 presentada a continuación (Radford, 2010a), 
junto con los segmentos de entrevista y la secuencia de señalamientos rea-
lizados por Dan mostrada en la Figura 2, podemos apreciar producciones de 
este estudiante cuando aborda una tarea sobre secuencia figural (con apoyo 
tabular). Estas producciones ponen en evidencia cierta familiaridad con una 
forma de pensamiento algebraico; en este caso, la que llama este autor, Fac-
tual.
Figura 1. Secuencia figural con apoyo tabular presentada 
en Radford (2010a)
1. Dan: (refiriéndose a la Figura 1) Bien (…) [señalando a la fila superior] 
2 en la parte superior; hay, hay 3 en la parte inferior (…). 
2. Jimmy: [Figura] 2, hay 3; [Figura] 3, hay 4. 
3. Dan: Espera un minuto. OK [él hace una serie de gestos mientras habla; 
ver 4 de los 6 gestos en la Figura 2], Figura 1, 2 en la parte de arriba. Figura 2, 
3 en la parte de arriba. Figura 3, 4. Figura 4, 5. 
4. Jimmy: Figura 10, será 11(…).
5. Dan: (…) 11 en la parte de arriba, y 12 en la parte de abajo. 
6. Jimmy: Cada vez va a ser uno más en el aire. 
7. Frank: [Figura] 100? 101, 102 (…). 
8. Dan: 203. 
4. Radford, en sus distintos trabajos de investigación, llama figurales a este tipo de se-
cuencias. En esta investigación las llamaremos secuencias figurales con apoyo tabular, las 
cuales junto con las secuencias numéricas con apoyo tabular y secuencias puramente 
figurales y puramente numéricas serán abordadas en el Capítulo 3, Diseño de la inves-
tigación.  
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Puede observarse cómo Dan hace una secuencia de señalamientos de 
gestos coordinados con palabras, en un primer proceso de objetivación. 
Figura 2. Secuencia de señalamientos realizados por Dan al abordar una 
tarea sobre secuencia figural con apoyo tabular 
De manera preliminar consideramos tanto el pensamiento algebraico 
Factual como el pensamiento algebraico Contextual formas de acción y 
reflexión codificadas histórica y culturalmente (Radford, 2013a). Éstas se 
presentan como mera potencialidad. En el pensamiento algebraico Factual 
la generalidad se basa en acciones realizadas sobre números; las actuaciones 
constan aquí de palabras, gestos y de actividad perceptual. Por su parte, 
en el pensamiento algebraico Contextual la formulación algebraica es una 
descripción del término general (Radford, 2010a). El ritmo y los gestos se 
sustituyen por términos descriptivos claves, como por ejemplo, la respuesta 
de un estudiante de grado 9: “# de la figura + 1 para la fila superior y el # de 
la figura + 2 para la parte inferior. Agregar los dos para el total”. 
Una situación similar como la anteriormente descrita ha sido evidenciada 
en el contexto colombiano por el autor del presente trabajo de investigación. 
En el episodio presentado a continuación se muestran algunas acciones que 
evidencian la “actividad matemática” realizada por Paulita al interactuar tan-
to con Rodolfo como con la siguiente tarea sobre generalización de patrones 
(secuencia figural apoyada por representación tabular), en la que se requiere, 
inicialmente, calcular el número de bolitas en las posiciones 5 y 10.5 
5. El video se elaboró con el objetivo de corroborar algunas hipótesis que se tenían en 
este estudio. Se puede ubicar en el link http://www.youtube.com/watch?v=AQkeU5U-
YAv0 
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Figura 3. Secuencia figural con apoyo tabular presentada a Paulita
1. Rodolfo: ¿Cómo haces entonces para resolverlo? 
2. Paulita: Entonces en la parte de arriba le sumo 1 (…) Si en la posición 
1 hay 2 entonces en la posición 5 se le suma 1 o sea 6 y debajo le resto 1, que 
serían 5 bolitas, 5 bolitas [señala]. En la posición 10 al 10 le sumo 1 que serían 
11 bolitas y abajo le resto 1 que serían 10 bolitas y ya. 
3. Rodolfo: Mmmm ya, o sea ¿cómo haces para hacer la posición 7?, por 
ejemplo. 
4. Paulita: Entonces serían 8 bolitas y 7 abajo [señala con el esfero]. 
5. Rodolfo: O sea ¿cómo es la relación? 
6. Paulita: [Interrumpiendo] Arriba le sumo 1 y abajo le resto 1. 
Figura 4. Paulita explica la regularidad percibida como sumar 1 arriba y 
restar 1 abajo, acompañando dicha explicación con movimientos  
del esfero
Las situaciones relacionadas con las inscripciones, el movimiento del es-
fero, la actividad perceptual, el ritmo, son elementos que nos están indicando 
que Paulita puede haber identificado el patrón, sin embargo aún no lo puede 
expresar algebraicamente; sólo puede enunciar la generalidad a través de una 
frase como se muestra en la línea 6 (“Arriba le sumo 1 y abajo le resto 1”).6 No 
obstante, es necesario considerar estas manifestaciones, pues desestimarlas 
es no reconocer prácticas semiótico-culturales presentes en la actividad 
6. El doctor Bruno D´Amore informa el caso de niños que aportan evidencias, de un 
aula de clase de matemáticas, sobre la comprensión de la propiedad conmutativa de la 
adición en contextos que no incluyen letras. El carácter algebraico de tal situación no fue 
reconocido por el maestro que dirigía la clase (comunicación personal, abril 6 de 2011). 
Posición 1           Posición 2                 Posición 3 
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matemática de Paulita. Ello implicaría desaprovechar todo un arsenal de “as-
pectos matemáticos corpóreos” que nos pueden estar brindando información 
importante sobre la emergencia de su pensamiento algebraico.
Los procedimientos y acciones que subyacen al significado que los es-
tudiantes van elaborando en el proceso de identificar el patrón y expresarlo 
de alguna manera, como en los casos de Dan y de Paulita, sugieren, según 
Radford, que “lo matemático puede estar emergiendo a través del trasfondo 
histórico cultural de la interacción social” (comunicación personal, 22 de oc-
tubre de 2010). Esto es, en un contexto de enseñanza-aprendizaje las formas 
de interacción social ponen en funcionamiento elementos culturales que son 
constitutivos de la emergencia de ideas matemáticas.
Parece claro, entonces, que las “formulaciones” que expresan las genera-
lizaciones de los alumnos, como en el caso de Paulita y de Dan, se componen 
de acciones, tales como gestos, ritmos, miradas, palabras (por ejemplo, líneas 
1, 3 y 5 en la primera situación y líneas 2 y 4 en la segunda situación) por lo 
que sería más conveniente hablar de fórmulas corporeizadas (Radford, 2003, 
2010a), esto es, fórmulas expresadas a través de acciones que se despliegan 
en el espacio y el tiempo.7 De esta manera, recursos semióticos como hacer, 
tocar, mover, mirar (Arzarello, 2006) emergen como aspectos importantes 
en la constitución y manifestación del pensamiento matemático, por lo que 
se hace necesario, en términos de investigación, detectarlos y analizar cómo 
emergen y evolucionan dentro de una actividad de enseñanza y aprendizaje 
en el contexto de tareas sobre generalización de patrones. 
1.2. UN PROBLEMA DIDÁCTICO: SOBRE LA 
EMERGENCIA DEL PENSAMIENTO ALGEBRAICO
Las investigaciones de Radford sugieren continuar indagando otras formas 
de pensamiento algebraico provocadas por las situaciones matemáticas plan-
teadas a los estudiantes. Si bien se dispone de ciertos resultados acerca de la 
emergencia del pensamiento algebraico en jóvenes estudiantes frente a tareas 
basadas en patrones figurales, se conoce muy poco o casi nada acerca de la 
emergencia del pensamiento algebraico y las dificultades de los estudiantes 
jóvenes ante tareas como las secuencias puramente numéricas o puramente 
figurales. La idea de explorar sistemáticamente y comparativamente el pensa-
7. En el marco de la presente investigación entendemos el término corporeizadas como 
sinónimo del término corpóreas.
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miento algebraico en estos contextos, según Radford, parece muy importante 
para hacer avanzar la investigación en la educación matemática. Según este 
investigador, 
Conocemos muy poco sobre el pensamiento algebraico y, en particular, 
sabemos menos sobre el pensamiento algebraico en niños y jóvenes. La 
investigación en álgebra temprana comenzó hace apenas algunos años. 
El pensamiento algebraico es todavía muy general en su caracterización y 
requiere mucha más investigación. (Comunicación personal, 25 de marzo 
de 2011) 
De esta manera, reconocemos un espacio para una zona conceptual don-
de los estudiantes pueden empezar a pensar en forma algebraica, aun cuando 
no estén recurriendo (o al menos no en gran medida) a los signos alfanumé-
ricos del álgebra. Esta zona, que se ha denominado zona de emergencia del 
pensamiento algebraico (Radford, 2010b), se ha mantenido en gran medida 
ignorada como resultado de nuestra obsesión por el solo reconocimiento de 
los símbolos algebraicos. 
La aparición de formas de pensamiento algebraico podemos considerar-
la, entonces, como un problema didáctico: 
Es todo ese fenómeno de aparición de formas de pensamiento el que te-
nemos que entender mejor. Y esto depende de la estructura de la clase en 
particular, de la actuación del profesor, de la actividad de los alumnos, de 
los problemas que proponemos y el tipo de preguntas que planteamos, etc.” 
(Comunicación personal, 3 de Octubre de 2011) 
En particular, es materia de mayor investigación la evolución de las 
fórmulas corpóreas de los estudiantes hacia formas más sofisticadas, lo cual 
requiere, según Radford (2010c), un refinamiento de la actividad perceptual. 
De situaciones como las referenciadas anteriormente, surgen interrogan-
tes como:
En particular, es materia de mayor investigación la evolución de las 
fórmulas corpóreas de los estudiantes hacia formas más sofisticadas, lo cual 
requiere, según Radford (2010c), un refinamiento de la actividad perceptual. 
De situaciones como las referenciadas anteriormente, surgen interrogan-
tes como: 
• ¿Qué procesos de objetivación emergen en estudiantes de 9 y 10 
años cuando se enfrentan a tareas sobre generalización de patrones?, 
¿cómo poder identificarlos? 
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•  ¿Cómo dichos procesos cambian según que la generalización se haga 
sobre secuencias puramente numéricas o secuencias numéricas apo-
yadas por representaciones tabulares o secuencias figurales con apoyo 
tabular o secuencias puramente figurales?8 
•  ¿Cuáles recursos semióticos (corporales, lingüísticos, simbólicos) re-
sultan ser movilizados en los procesos de generalización de secuencias 
puramente numéricas en alumnos jóvenes (9-10 años)?9 
•  ¿Qué tipo de relaciones emerge dentro y entre los sistemas semióticos 
que están activos en el mismo momento y su dinámica de desarrollo en 
el tiempo? 
•  ¿Acaso muchos de los procedimientos que hacen nuestros niños y ni-
ñas y estudiantes jóvenes, sin usar letras, no podrían tipificarse como 
algebraicos? ¿Por qué hemos desestimado este tipo de procedimien-
tos?
•  ¿Cómo vincular teóricamente el hecho de que los gestos, el movimien-
to, la actividad perceptual, la ritmicidad, son elementos consustancia-
les del pensamiento algebraico? 
Los interrogantes planteados, los cuales fueron surgiendo durante el 
proceso de construcción del problema de investigación así como en el proceso 
de comprensión de los constructos analíticos de la teoría cultural de la ob-
jetivación, comprometen necesariamente el desarrollo conceptual. Nuestra 
pregunta de investigación, que por supuesto también refiere al desarrollo 
conceptual, es posible de ser explorada en términos de la forma en que surgen 
y evolucionan nuevas relaciones entre el cuerpo, la percepción y el inicio del 
uso de símbolos a medida que los alumnos participan en actividades sobre 
generalización de patrones. De esta manera nuestro estudio está orientado 
por la siguiente pregunta:
 ¿Qué formas de pensamiento algebraico temprano emergen en 
alumnos de cuarto y quinto grados de Educación Básica Primaria 
8. Los términos secuencias puramente numéricas y secuencias numéricas apoyadas por 
representaciones tabulares se precisarán en el apartado de la metodología de este pro-
yecto de investigación. 
9. A manera de conjetura, al parecer las secuencias figurales y las figurales con apoyo 
tabular ofrecen índices geométrico-espaciales que hacen movilizar en los estudiantes 
formas perceptivas y gestuales, formas que parecen no ser movilizadas, o por lo menos 
no con la misma intensidad, en el caso de las secuencias puramente numéricas. 
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(9-10 años), como resultado de su participación en la actividad 
matemática del aula, específicamente en torno a tareas sobre gene-
ralización de patrones?
La formulación de la pregunta supone una mirada al problema desde una 
aproximación que intenta alejarse del cognitivismo tradicional. Planteamos 
de entrada la idea que las formas de pensamiento emergen (aparecen) de 
manera consubstancial con la actividad del aula. En otras palabras, estamos 
lejos de las aproximaciones idealistas y racionalistas que han alimentado al 
cognitivismo tradicional que plantea y estudia el problema del pensamiento y 
su emergencia como fenómeno mental. De hecho, la idea de “Aparecer” tiene 
una connotación muy específica en el marco de la epistemología de Hegel: La 
forma de existencia del pensamiento algebraico (Forma Ideal) se da a través 
de la materialidad de la actividad (Hegel, 1837/2001; Ilyenkov, 1977).
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c a p í t u L O  2
FunDamEntación tEóRica
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2.1 INTRODUCCIÓN
En este capítulo presentamos y desarrollamos las ideas teóricas que dan 
sustento a la investigación. En la primera sección abordamos la idea de cul-
tura y su importancia en los proceso de aprendizaje. Nos parece importante 
profundizar, en la segunda parte, en el concepto de mediación semiótica 
desde la perspectiva de Vygotski y presentar su propuesta teórica acerca del 
desarrollo del pensamiento. La instrucción precede al desarrollo o, en otras 
palabras, el pensamiento se puede desarrollar, es una tesis revolucionaria en 
su estructura teórica y nos sirve como insumo en el tratamiento metodológico 
que abordamos en el siguiente capítulo.
De esta manera, con las ideas de cultura y mediación semiótica abonamos 
el camino para plantear, en la última sección, desde la postura de Radford 
(2006b, 2013a), la teoría cultural de la objetivación como una aproximación 
histórico-cultural. Presentamos, en la primera subsección los elementos 
iniciales y fundamentales de la teoría y luego, en la siguiente subsección, ex-
ponemos algunos elementos de orden filosófico fundamentalmente desde los 
trabajos de Hegel (1837/2001, 1817/2004) y Davydov (1981). En el desarrollo 
de esta teoría planteamos, en las siguientes subsecciones, la importancia del 
gesto como un medio semiótico de objetivación y los constructos de nodo 
semiótico y contracción semiótica, así como los elementos característicos del 
pensamiento algebraico y la generalización algebraica de patrones.
2.2 LA IDEA DE CULTURA EN ESTA INVESTIGACIÓN Y SU 
IMPORTANCIA EN LOS PROCESOS DE APRENDIZAJE 
La idea de cultura que en esta investigación queremos exponer viene de la 
perspectiva antropológica la cual establece que el sujeto que aprende es, tam-
bién, un sujeto cultural, inmerso en una cultura de la cual hereda modos de 
actuar, de hablar y de razonar (Montagu, 1968). En tal sentido, el individuo 
parece no estar movido por un poder de auto determinación cuyos proyectos 
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y significados emanan del individuo en cuestión, pues la cultura juega un 
papel importante en sus formas de pensar y de actuar. 
Las aproximaciones socioculturales y antropológicas plantean un indi-
viduo contextual, cultural, concreto, cuya formulación de proyectos, modos 
de pensar y de actuar, y su producción de significados sólo tiene razón de 
ser dentro del espectro de posibilidades que la cultura pone a su disposición, 
a través de instituciones y sus inevitables redes de distribución de poder y 
saber. La producción de significados por parte de un sujeto dentro de una 
cultura en particular, encuentra asidero en la idea de sujetos semióticos en el 
sentido de Lamiell (2003, citado por Valsiner, 2012), quien con este construc-
to quiere enfatizar el hecho de que bajo todas las circunstancias de la vida, los 
seres humanos son constructores activos de significado. 
El objetivo de una perspectiva antropológica de la educación es erradicar 
la separación entre la cognición y el contexto, en la investigación educativa. 
Como lo afirma Rosch (1975), es la cultura a través de la cual los seres huma-
nos ‘ven la naturaleza‘, o, interpretando a Hegel (1817/2004), cultura quiere 
decir poder mirar las cosas desde el punto de vista del otro, lo cual significa, 
entre otras cosas, reconocer un sistema de significados construido por los 
individuos y compartido, que permite la comunicación.
La influencia de la cultura en el comportamiento de los seres humanos 
es resaltada por Gillin (1948, citado por Miranda, 2009, p. 178). Según este 
autor: “Si conocemos la cultura y sus implicaciones de un hombre o de un 
grupo de hombres, podemos predecir una cierta parte de su comportamiento 
en circunstancias dadas en el futuro y explicar la mayoría de sus acciones en 
el pasado”. De acuerdo con Miranda (2009, p. 29):
Si se concibe a los estudiantes como individuos pertenecientes a una cul-
tura determinada, la importancia del conocimiento de ésta no sólo permite 
predecir el comportamiento de los estudiantes, sino que también posibilita 
comprender la manera en que los científicos profesionales interpretan los 
fenómenos ocurridos en su entorno natural.
Coincidimos con Miranda (2009), en tanto el entorno cultural de los 
estudiantes tiene una historia y es deseable conocer dicha historia, su anda-
miaje y su evolución para poder tomar decisiones lo más acertadas posibles 
en términos de sus trayectorias de aprendizaje, poder valorar sus dificultades 
y concebir estrategias pedagógicas y didácticas para familiarizarlos con los 
objetos culturales. 
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De acuerdo con White (1959, p. 235), toda cultura se distingue por even-
tos (e.g., actitudes humanas, una conversación) y cosas (objetos físicos) que 
suceden en un espacio y un tiempo específicos:
(1)  dentro de organismos humanos, es decir, conceptos, creencias, emo-
ciones, actitudes; 
(2)  dentro de procesos de interacciones sociales entre seres humanos; y 
(3)  dentro de objetos materiales (hachas, fábricas, vías de tren, tazones 
de cerámica), que se encuentran fuera de los organismos humanos, 
pero dentro de patrones de interacción social [existentes] entre ellos. 
White identifica a la simbolización como la característica principal 
de la existencia temporal y espacial de las cosas y de los eventos. To-
dos los objetos materiales, los conceptos, las creencias, las emociones 
y las actitudes adquieren significado en el momento en que los seres 
humanos interactúan entre sí.
El mismo Vygotski pretende explicar el desarrollo cultural del comporta-
miento en términos de la sociabilidad humana. Según Vygotski (1989, p. 145): 
Todo lo cultural es social. La cultura es, justamente, el producto de la vida 
social y de la actividad social del hombre y por ello el planteo mismo del 
problema del desarrollo cultural del comportamiento nos introduce direc-
tamente en el plano social del desarrollo. 
Con este planteamiento, Vygotski pretende explicar el desarrollo cultural 
del comportamiento en términos de la sociabilidad humana. Por ejemplo, 
señala este autor, la génesis de los conceptos científicos en el niño ocurre, 
primero, en el plano social y, después, en el plano psicológico. Siguiendo a Mi-
randa (2009), en forma metafórica, la adquisición del conocimiento científico 
en el niño puede ser considerada como un segmento dirigido que inicia en las 
personas que rodean al niño y termina en la mente de éste. 
Coincidimos con Ratner (2000, p. 8) en señalar que los fenómenos cultu-
rales son hechos sociales que se crean de manera colectiva y compartida. De 
acuerdo con este autor, hay cinco clases principales de fenómenos culturales, 
a saber:
 1. Actividades culturales, tales como producir comida, la crianza y la 
educación de los niños, suministrar cuidados médicos. Es a través de 
estas actividades que los seres humanos sobreviven y se desarrollan. 
2. Valores culturales, esquemas, significados, conceptos, las personas 
colectivamente dotan las cosas con significado. La juventud, la tercera 
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edad, hombre, mujer, la riqueza, la naturaleza y el tiempo significan 
cosas distintas en sociedades diferentes.
3. Artefactos físicos, tales como herramientas, juguetes, juegos, armas 
y tecnología los cuales son colectivamente construidos.
4. Fenómenos psicológicos, tales como las emociones, la percepción, 
motivación, el razonamiento lógico, la inteligencia, la memoria, la 
imaginación, el lenguaje y la personalidad son colectivamente cons-
truidos y distribuidos. Este fenómeno cultural sintoniza bien con 
una de las tesis de Vygotski según la cual los procesos psicológicos 
superiores tienen su origen en procesos sociales.
5. Agencia. Los seres humanos activamente construyen y reconstruyen 
fenómenos culturales. Esta agencia está dirigida a construir fenóme-
nos culturales y es también influenciada por la existencia de activida-
des culturales, valores, artefactos y la psicología.
Ratner (2009) puntualiza que estos cinco fenómenos culturales, además 
de ser distintivos, son interdependientes y están entrelazados. Ninguno es 
reducible a los otros. Junto con esta configuración integrada de fenómenos 
culturales, según este autor, las actividades culturales son las más influyentes 
y ello encuentra explicación por el hecho de que este tipo de actividades se 
constituye en el medio a través del cual las personas sobreviven y se desarro-
llan.
La cultura, por lo tanto, podemos caracterizarla como el complejo que 
sirve para nombrar el cúmulo de conocimientos, conceptos, técnicas, ac-
tividades, creencias y valores, expresados en símbolos y prácticas, que ca-
racterizan a cualquier grupo humano, y que suele transmitirse –aunque no 
mecánicamente– en el tiempo (de una generación a otra) y en el espacio (de 
un lugar a otro). Afirmación que encuentra sustento en Guillin (1948) para 
quien todas las culturas elaboran formas científicas que les permiten explicar 
su entorno cultural.
Por ejemplo, en particular, las formas de argumentación, de explicación, 
de los estudiantes son manifestaciones de una cultura cuyo método de en-
tender el mundo se basa en la postulación de hipótesis y conclusiones. Por 
ejemplo, Maddock (1981) analiza finamente cómo a partir del lanzamiento 
del satélite ruso artificial Sputnik, en 1957, la educación de la ciencia y, en 
consecuencia, las formas científicas de argumentación fueron incluidas en 
el modelo educativo de América del Norte. Este es uno de los ejemplos por el 
cual puede afirmarse que las formas de argumentación de los estudiantes son 
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culturales, es decir, la cultura permea una cierta realidad. Ramos (1936) lo 
plantea mejor: “Se desconoce la noción de que [la cultura] es una función del 
espíritu destinada a humanizar la realidad” (p. 18).
A manera de corolario, podríamos afirmar que la cultura es consustancial 
al conocimiento. Por ello, como plantea Radford (2004), uno de sus papeles es 
sugerir a los sujetos formas de percibir la realidad y sus fenómenos, formas 
de apuntar o formas de intuición como lo diría Husserl (1931). Las formas 
de conocer y lo que conocemos hoy en día, señala este investigador, lleva 
consigo las trazas y los sedimentos de formas históricas y culturales; en otras 
palabras, en el mismo acto de conocimiento están operando, y no de manera 
accidental, Sistemas Semióticos de Significación Cultural, en este sentido 
tiene razón Vygotski (1989), en tanto se piensa con y a través de los signos.10
Cole (1999, citado por Kozulin, 2000) llegó a la conclusión de que las con-
secuencias cognitivas de la educación formal y del empleo de los instrumen-
tos psicológicos asociados con ella no tienen un carácter absoluto, sino que 
dependen en gran medida de la estructura de las actividades predominantes 
en una cultura o una subcultura dada.
Según Kozulin (2000), en las teorías de Vygotski se considera que el 
agente (individuo que actúa con instrumentos culturales) se extiende más allá 
del individuo. Esta extensión se da de dos maneras principales: (a) el agente 
suele ser más una propiedad de las díadas y de otros grupos pequeños que 
de los individuos, y (b) los instrumentos culturales simbólicos que median 
en la acción humana están conectados intrínsecamente con los contextos 
históricos, culturales e institucionales, extendiendo el agente humano más 
allá de un individuo dado.
La argumentación desarrollada en esta sección hace necesario y perti-
nente plantear el tema de la mediación semiótica en el sentido de Vygotski, así 
como su vínculo con el desarrollo del pensamiento, dos aspectos importantes 
en esta investigación.
2.3 LA MEDIACIÓN SEMIÓTICA DE VYGOTSKI Y SU INFLUENCIA 
TEÓRICA SOBRE EL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO
La idea de signo en los planteamientos de Vygotski es fundamental dentro de 
su teoría psicológica y, aún más, es necesario profundizar en ella si deseamos 
10. La idea teórica de Sistemas Semióticos de Significación Cultural será presentada en 
el apartado 2.4.1.
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aproximarnos, en parte, al sentido del desarrollo de su obra. Un principio 
básico en sus ideas al respecto, sugiere que el signo mediatiza la relación del 
ser humano con otro y la relación del ser humano consigo mismo. Cárdenas 
(en prensa) plantea que desde la perspectiva de la comunicación, la media-
ción instaura las intenciones, puntos de vista, perspectivas, modalidades y 
estrategias con que nos comunicamos. Por ello la mediación lingüística es 
una condición sine qua non de la manera como el sujeto se sitúa en el mundo 
y se relaciona con los demás, a través de actos de conciencia, conocimiento, 
conducta y comunicación.
Podríamos afirmar que estos cuatro actos hacen emerger el concepto de 
interés, pues éste regula el entendimiento, modula la razón teórica y la razón 
práctica y configura el campo de la experiencia; de ahí sus vínculos estrechos 
con la mediación. Según Cárdenas (en prensa), la mediación, desde la con-
ciencia, le da piso al sentido, marca la disposición del lenguaje hacia un cierto 
objeto desde un sujeto que hace y decide de manera deliberada y responsable. 
Por tanto, el signo cumple el papel de una operación significativa. Aún más, 
los signos no se limitan únicamente a su función representativa,11 la elección 
de ellos no es neutra o independiente y dicha elección orienta el destino en el 
cual se expresa el pensamiento, el destino de la comunicación. 
Dicha relación epistemológica es vista, entonces, de tal forma que el ob-
jeto de conocimiento es inseparable de la actividad de los individuos. Según 
Cole (1999), Marx sostenía que el objeto producido no es algo simplemente 
externo e indiferente a la naturaleza del productor: es su actividad en una 
forma cosificada o petrificada. El exterior, histórica y culturalmente cons-
tituido, es el que provee el material de base con el cual se van formando los 
individuos y los conocimientos que éstos forman a través de procesos sociales 
de interiorización. Esta idea de interiorización la entendemos en el sentido de 
Vygotski, como un proceso de formación de la mente a través de la interacción 
social, proceso en el cual se conserva el carácter social de las funciones exter-
nas al hacerse internas; de esta manera es posible aseverar que las funciones 
psicológicas superiores son internalizadas desde lo social. 
Para comprender el significado de los signos, no los podemos reducir 
simplemente a lo que ellos representan. Debemos comprender el tipo de acti-
vidad que ellos permiten realizar. Éste sería un argumento que nos faculta a 
afirmar que los problemas de los estudiantes no están solamente en las estruc-
turas semióticas complicadas que ellos deben manejar sino principalmente 
11. El énfasis es mío.
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en el sistema de prácticas asociadas con estas representaciones semióticas. 
D A´more (2001) señala que no basta construir un sistema de reglas para los 
signos y hacerlo explícito, posibilitando operar correctamente marcas en un 
papel, sino que se debe asignar sentido a la operatividad del signo.
De acuerdo con la perspectiva de Vygotski, los signos se interponen 
entre cualquier función natural psicológica del ser humano y su objeto de 
saber, cambiando de raíz las propiedades de dicha función. Según Vygotski 
(1931/2000, p. 123) “en la estructura superior el signo y el modo de su empleo 
es el determinante funcional o el foco de todo el proceso”. Lo mismo que la 
utilización de una u otra herramienta determina todo el mecanismo de la 
operación laboral, así también el carácter del signo utilizado constituye el 
factor fundamental del que depende la construcción de todo el proceso. 
Pero por otro lado, Vygotski (1931/2000, p. 146) sostiene que: “El signo, 
al principio, es siempre un medio de relación social, un medio de influencia 
sobre los demás y tan sólo después se transforma en medio de influencia so-
bre sí mismo”. Vygotski quiere señalar que más allá de influenciar la conducta 
de los demás, el signo adquiere la peculiaridad de ser un instrumento que 
transforma al sujeto mismo. De aquí que podríamos hablar de la condición 
procesual del significado de un signo (Vygotski, 1987), en el sentido de que el 
significado no se descubre, sino que él mismo se materializa, gesta y trans-
forma durante una situación comunicativa singular gracias al intercambio 
lingüístico establecido por los usuarios entre sí. En otras palabras, el término 
signo es utilizado por Vygotski con el sentido de poseedor de significado 
(Wertsch, 1985/1988, p. 34). De aquí que la base estructural de las formas 
culturales del comportamiento es la actividad mediadora (Vygotski, 2000), 
la utilización de signos externos como medio para el desarrollo ulterior de la 
conducta. 
En esta misma dirección, Castorina & Carretero (2012, p. 30) al plantear 
el papel que juegan los signos en la cognición, señalan que “la incorporación 
de signos en el pensamiento transforma el grado de elaboración cognitiva”. 
En una discusión que intenta aclarar lo semiótico, Castorina & Carretero 
(2012) plantean que a pesar de sus divergencias respecto del papel que tienen 
los signos en el pensamiento, tanto Piaget con su función semiótica como 
Vygotski con su mediación semiótica incorporan una variedad de signos, sin 
distinguir sus particularidades ni su complejidad cognitiva. 
Un aspecto importante que establecen estos dos autores es “el grado en 
que los signos están integrados en un sistema” (Castorina & Carretero, 2012, 
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p. 30). Esto significa, indudablemente, una afectación en la cognición, pues 
los signos pertenecen a un sistema que tiene reglas y conlleva un sistema de 
significación. Más precisamente, Castorina & Carretero (2012) afirman que:
La creación y utilización de un signo particular por parte de una persona, 
por importante que sea, no es comparable con el uso de signos que pertene-
cen a un sistema y cuyos significados están determinados por un conjunto 
de reglas. La complejidad de significados y el valor instrumental de unos y 
otros no es comparable. Los signos que forman parte de un sistema esta-
blecen un entramado semántico complejo y su uso repercute de forma pro-
funda en la cognición. Además, si pensamos en las necesidades educativas, 
los sistemas de signos (como la escritura y la notación matemática) se han 
convertido en objetos de enseñanza. Su importancia cultural es innegable. 
(pp. 30-31)
Esta afectación en la cognición la interpretamos desde Vygotski (1929), 
pues para este autor toda la estructura de los procesos que despliega un sujeto 
estará determinada por el carácter de los medios (por ejemplo, signos, arte-
factos) que ha seleccionado para llevar a cabo dichos procesos. La afectación 
de la cognición humana tiene asidero en la idea de plasticidad semiótica12 de 
la mente humana (D A´more, Fandiño & Iori, 2013, p. 82) la cual refiere a la 
“capacidad de ésta de ser modificada por el uso de los signos”. Sin embargo, 
esta complejidad cognitiva no obedece solamente a los sistemas de signos 
en sí mismos. Nos parece fundamental señalar que si bien el signo refleja, 
porque la representación es su característica, ella no es simple ni directa. La 
representación está preñada de prácticas sociales y acuerdos culturales.
En la concepción arquitectónica del signo, Bajtín (1929/1992) afirma que 
éste adopta maneras de representar, adopta acentos típicos de la manera de 
participación social de los usuarios, para lo cual entra en el universo de lo 
axiológico, de la valoración, de lo ideológico. En este sentido, la conciencia 
sólo deviene conciencia al llenarse de un contenido ideológico, es decir, sígni-
co y, por ende, sólo en el proceso de interacción social (Bajtín, 1929/1992). El 
enunciado, afirma Bajtín, dice del sujeto; esta “psicología del cuerpo social” 
bajtiniana hace visible el horizonte social y cultural en donde vive. 
En esta dirección se inscriben los orígenes sociales de los procesos psi-
cológicos superiores que Vygotski matiza en términos del funcionamiento 
interpsicológico, tal y como se refleja en su formulación de la ley genética del 
desarrollo cultural: 
12. El énfasis es mío.
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Cualquier función, presente en el desarrollo cultural del niño, aparece dos 
veces o en dos planos distintos. En primer lugar aparece en el plano social, 
para hacerlo, luego, en el plano psicológico. En principio, aparece entre 
las personas y como una categoría interpsicológica, para luego aparecer 
en el niño como una categoría intrapsicológica. Esto es igualmente cierto 
con respecto a la atención voluntaria, la memoria lógica, la formación de 
conceptos y el desarrollo de la volición. Podemos considerar esta argumen-
tación como una ley en el sentido estricto del término, aunque debe decirse 
que la internalización transforma el proceso en sí mismo, cambiando su es-
tructura y funciones. Las relaciones sociales o relaciones entre las personas 
subyacen genéticamente a todas las funciones superiores y a sus relaciones. 
(Wertsch, 1988, pp.77-78) 
De esta formulación podemos destacar, al menos, dos aspectos. Por un 
lado, la idea de internalización insta a pensar que no es posible establecer la 
relación entre los dos planos en términos de reflejo, esto es, no parece colegir-
se un “modelo transferencial de internalización” (Wertsch, 1985/1988, p. 80). 
Muy al contrario, para Vygostki los procesos psicológicos superiores interna-
lizados (pensamiento lógico, la deducción, la abstracción, la categorización, 
la generalización, entre otros) no son meras copias de procesos externos 
interpsicológicos, pues como bien lo anota el mismo autor, la internalización 
transforma el proceso en sí cambiando su estructura y funciones. Los ins-
trumentos con que mediatizamos la actividad humana, aparte de cumplir 
su función pragmática de permitirnos llevar a cabo la actividad misma, son 
fundamentalmente importantes en tanto que afectan y alteran nuestras fun-
ciones psíquicas superiores. 
Según Kozulin (2000), Vygotski trazó una primera distinción entre los 
procesos mentales naturales “inferiores” de la percepción, la atención, la 
memoria y la voluntad, y las funciones psicológicas culturales “superiores” 
que aparecen bajo la influencia de los instrumentos simbólicos. Las funciones 
inferiores no desaparecen, sino que son sustituidas e incorporadas a las cul-
turales. De ahí la importancia de los problemas que proponemos a los estu-
diantes, por cuanto como afirma Vygotski (1929), si la tarea o el problema no 
están por encima de las capacidades naturales del niño, él puede dominarlos 
por el método natural o primitivo.
Por otro lado, la idea de desarrollo, lejos de ser ingenua en los plantea-
mientos de Vygotski, cobra especial relevancia en su teoría del desarrollo ge-
nético. De acuerdo con Wertsch (1985/1988), Vygotski define el desarrollo en 
términos de aparición y transformación de las diversas formas de mediación. 
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Esta noción de desarrollo y su relación con los procesos psicológicos supe-
riores implican necesariamente mecanismos semióticos. Es claro que para 
Vygotski el desarrollo es considerado en términos de saltos revolucionarios 
fundamentales más que en términos de incrementos cuantitativos constantes. 
Es más, él defendió los puntos principales del desarrollo en términos de 
los cambios experimentados en la forma de mediación utilizada, esto es, en 
las acciones del sujeto a través del uso de instrumentos de mediación semió-
tica. Afirma Noel (1995, p. 81):
[…] la mediación en general toma un nuevo significado. La esencia deja de 
confundirse con el movimiento mismo de la reflexión; es, de cierta ma-
nera, el elemento donde se produce el movimiento y lo hace posible. Las 
determinaciones de la reflexión dejan de flotar, por así decirlo, en el vacío y 
encuentra un soporte en la esencia. 
La idea de desarrollo para Vygotski tiene sus vínculos estrechos con su 
idea de signo. Coincidimos con Wertsch (1985/1988) en señalar que los tres 
temas que constituyen el núcleo de la estructura teórica de Vygotski son: 
1)   la creencia en el método genético o evolutivo 
2)  los procesos psicológicos superiores tienen su origen en procesos 
sociales, y 
3) los procesos mentales o cognitivos pueden entenderse solamente 
mediante la comprensión de los instrumentos y signos que actúan 
como mediadores. 
La creencia en el método genético, de acuerdo con Vygotski, significa que 
el pensamiento se puede desarrollar. Vygotski se centró en estudiar cómo el 
funcionamiento interpsicológico podía ser estructurado de tal manera que 
maximice el crecimiento del funcionamiento intrapsicológico (Wertsch, 
1985/1988). “La instrucción solamente es positiva cuando va más allá del 
desarrollo. Entonces despierta y pone en funcionamiento toda una serie de 
funciones que, situadas en la zona de desarrollo próximo, se encuentran en 
proceso de maduración” (Wertsch, 1985/1988, p. 87).
En su trabajo sobre “El problema del desarrollo cultural del niño”, Vy-
gotski (1929) deja entrever que cuando deliberadamente interferimos en el 
curso de los procesos de comportamiento, podemos hacerlo sólo de confor-
midad con las mismas leyes que rigen estos procesos en su curso natural. La 
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inclusión en cualquier proceso de un signo, plantea Vygotski (1929), remodela 
toda la estructura de las operaciones psicológicas, así como la inclusión de 
una herramienta remodela toda la estructura de una operación de trabajo.
Las fronteras entre el funcionamiento social y el individual son bastante 
permeables en su descripción y su énfasis está puesto en las transformaciones 
entre los procesos intermentales (interpsicológicos) e intramentales (psicoló-
gicos) más que en la brecha que los separa. La composición de las funciones 
psíquicas superiores (Wertsch, 1998), su estructura genética y sus medios de 
acción, esto es, sus formas de mediación, en una palabra, toda su naturaleza, 
es social. Aun cuando nos afinquemos en los procesos psíquicos (internos), 
debemos reconocer que su naturaleza permanece cuasi-social. En su propia 
esfera privada, los seres humanos retienen las funciones de la interacción 
social. 
Desde la perspectiva de Vygotski, el funcionamiento intramental es social 
no sólo por estar situado socioculturalmente, sino también porque como bien 
lo señala Wertsch (1998), retiene las funciones de la interacción social. Por 
ejemplo, muchas formas de resolución de problemas en el nivel individual son 
consideradas inherentemente dialógicas debido al hecho de que derivan de 
la participación en encuentros dialógicos en el plano intermental (Wertsch, 
1985/1988). Esta declaración se entiende siempre y cuando se acepte que 
para Vygotski las formas de discurso dialógico que median en los procesos 
intermentales son usadas para conformar el plano intramental. 
En esta dirección, la intersubjetividad se relaciona con la medida en que 
los interlocutores de una situación comunicativa comparten una perspectiva. 
Desde un punto de vista fenomenológico, Bajtín (1929/1992) examina esta 
idea desde la concreta relación yo-otro. De entrada, el énfasis en el sujeto 
como un ente social pone en cuestión el concepto mismo de identidad, al 
introducir la categoría de la alteridad como parte constituyente del yo, como 
su antecedente obligado y referente necesario. Al sujeto se le concibe más allá 
del eje egocéntrico, para ubicarlo en la red de relaciones dialógicas que esta-
blece consigo mismo y con la alteridad (en realidad, con una multiplicidad de 
otros). 
El yo no puede comprenderse íntegramente sin la presencia del otro, sin 
la actuación del otro, sin el discurso del otro. La identidad pierde así su eje 
egocéntrico y monológico; se vuelve heteroglósica, se constituye a partir de 
distintas voces. Identidad y alteridad se entienden entonces como conceptos 
interdependientes, complementarios, de una naturaleza relacional y relativa. 
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Wertsch (1998), inspirado en el trabajo de Ragnar Rommetveit, al refe-
rirse a la categoría de intersubjetividad, plantea: 
El problema básico de la intersubjetividad humana se vuelve […] una cues-
tión que tiene que ver con qué sentido y bajo qué condiciones dos personas 
que se involucran en un diálogo pueden trascender sus mundos privados 
diferentes. Y la base lingüística para esta empresa no es, según sostengo, 
un repertorio fijo de significados “literales” compartidos, sino bosquejos 
muy generales y parcialmente negociados de contratos concernientes a la 
clasificación y atribución inherente al lenguaje ordinario. (Rommetveit, 
1979, citado por Wertsch, 1998, p. 177)
La idea de intersubjetividad, a nuestro juicio, se encuentra íntimamente 
relacionada con la idea bajtiniana de dialogía (Bajtín, 1929/1992), según la 
cual el acto discursivo obedece a un carácter responsivo y no sólo significati-
vo. Las ideas de Bajtín sugieren que el enunciado encarna otros enunciadores. 
He ahí el vínculo con la historicidad propuesta por Vygotski en las prácticas 
sociales y en el lenguaje. Por lo que para Bajtín, la relación entre sujetos tiene 
como marco global al dialogismo, que de paso sea dicho, se constituye en el 
principio filosófico central de su concepción del lenguaje y de la vida social en 
su conjunto.
En la obra del filósofo, los significados del dialogismo son diversos, pero 
un punto de partida para su comprensión es su etimología, que refiere a la 
interacción de dos o más logos, cada uno con sus propios marcos axiológi-
cos, voliciones y posicionamientos. El enunciado, el discurso, y en general su 
concepción global de la comunicación humana, derivan todos del principio 
dialógico, de la fundante relación yo-otro. Al respecto García (2006, p. 50) 
afirma que:
[...] recordemos que una teoría bajtiniana del discurso afirma que no sólo se 
trata de lo que acontece “al interior” de nuestra propia conciencia, sino en 
la frontera de la conciencia de otro sujeto cabal, completo, precisamente en 
el umbral. Para Bajtín, el más alto grado de socialidad estriba en el hecho 
de que cada experiencia interna, cada sujeto, termina por toparse con otro. 
Toda la “ontología del yo” en el sentido bajtiniano se dialogiza, en primera 
instancia, en esta frontera, y no puede realizarse más que en este lugar de 
encuentro lleno de tensiones. El sujeto siempre es el producto de su interac-
ción con otros sujetos. 
En esta perspectiva, la comunicación humana como acontece en la vida 
real no es un mero intercambio de mensajes basado en un código compartido 
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y en un consenso de sentido, sino que, por el contrario, se trata siempre de 
una tensión vital entre logos fundamentalmente distintos, cada uno con su 
propia posición axiológica respecto al mensaje, a su objeto, al código, al emi-
sor, así como a los contextos de interacción. 
El sentido de un enunciado, nos enseña Bajtín, incluye la respuesta del 
receptor y no se realiza tomando las palabras mecánicamente, como si fuesen 
entradas de diccionario, colocadas una tras otra de acuerdo con reglas sin-
tácticas, sino como elementos cargados de valoraciones sociales, puestas en 
juego en el proceso de la comunicación interdiscursiva. 
Bajtín (1929/1992) señala cómo desde la temprana adquisición del lengua-
je y a lo largo de la vida, el hombre se inicia como un ser social y se desarrolla 
como tal construyendo su individualidad a partir del otro, de las acciones y del 
discurso del otro, para continuar con éste una íntima y compleja relación. El 
sujeto social se forma discursivamente, en el proceso comunicativo de yo con 
el otro, es decir que el discurso propio se construye en relación con el discurso 
ajeno, en el proceso de una íntima y constante interacción. Las respectivas 
identidades se construyen en el proceso de la comunicación interdiscursiva. 
Así pues, en Bajtín el ser presenta un carácter intrínsecamente dialógico, “ser 
es ser para otro y a través del otro para mí”. 
Por supuesto, el lenguaje pasa a ser entendido, entonces, como un as-
pecto nuclear de la constitución subjetiva de la persona, en la medida que 
establece un nudo entre el orden de lo psicológico y el orden de la cultura, a 
través de los significados. El lenguaje no es ni un mero “compañero” de las 
acciones, tampoco un simple medio de expresión de ideas, es un instrumento 
para transformar la realidad (Kozulin, 2000) y hacer que, a cuentas de ser 
algo dado, sea algo que se está desarrollando. Estos elementos claramente 
desvirtúan la idea representacionista que tal vez algunos autores le han que-
rido conferir solamente al lenguaje.
 El papel del lenguaje nos parece fundamental, lejos de esa idea repre-
sentacionista. Más aún, para la comprensión del papel de la educación en el 
desarrollo del sujeto social, considerar el lenguaje es clave, dada la estrecha 
relación que éste tiene con el desarrollo del pensamiento y del conocimiento 
(Vygotski, 1934/2007). En esta perspectiva, tomando el lenguaje como poten-
cial semiótico y noético (Duval, 1995/1999), es posible reconocer, en él, tres 
dimensiones (Calderón, 2005): 
• La ética, que vincula sujeto discursivo y aspectos de tipo normativo, 
axiológico y actitudinal de la comunicación y de la significación com-
partidas socialmente. 
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• La psicológica, considerando el lenguaje como acción humana, que 
pone en juego aspectos de tipo cognitivo y de tipo semiótico e infor-
mativo; es decir, el desarrollo de procesos de significación que exigen 
el permanente proceso de semiotización. 
• La social, que destaca las funciones comunicativa e interactiva del 
lenguaje.
Estas tres dimensiones, que sólo separamos para propósitos analíticos, 
están presentes en toda producción y desarrollo discursivo; de ahí la impor-
tancia de considerarlas en aras de la comprensión de los distintos aspectos 
manifiestos en la discursividad de los hablantes. Discursividad que por su-
puesto no está ajena de los instrumentos de mediación semiótica que el sujeto 
pone en acción. De esto advierte Wertsch (1991, p. 46): 
Contrastando con muchos análisis contemporáneos del lenguaje, con su 
acento puesto en la estructura de los sistemas de signos, con independencia 
de cualquier función mediadora que puedan cumplir, Vygotski encaró al 
lenguaje y otros sistemas de signos como parte y como mediadores de la 
acción humana. 
Podemos inferir que la principal característica distintiva del aprendiza-
je y el desarrollo psicológico del ser humano, según Vygotski, reside en la 
intervención de instrumentos psicológicos simbólicos en este proceso. Los 
signos, los textos escritos, los sistemas numéricos, las fórmulas, los gráficos y 
otros recursos simbólicos, modifican radicalmente el proceso de aprendizaje, 
permitiendo a los estudiantes organizar y regular sus propios procesos cog-
nitivos con la ayuda de estos instrumentos culturales. 
En este sentido, los canales por donde transita la interacción entre indivi-
duos, ya se encuentran moldeados por formas culturales de discurso que son 
a la vez productoras y reguladoras del saber, en otras palabras, las maneras de 
conocer y lo que conocemos hoy en día lleva consigo las trazas y los sedimen-
tos de formas históricas y culturales, formas que “contaminan” los procesos 
psicológicos. Pero, ¿cuál es el origen de estos procesos psicológicos?, ¿desde 
dónde fundamenta Vygotski esta idea?
Nos parece importante subrayar que Vygotski asume una perspectiva 
marxista en la elaboración de su idea de procesos psicológicos. Sostiene, de 
acuerdo con Marx, que “los cambios históricos que se producen en la socie-
dad y en la vida material conllevan, al mismo tiempo, otros cambios en la 
“naturaleza humana” (en la conciencia y conducta). Vygotski fue el primero 
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en relacionar estas ideas con las cuestiones psicológicas específicas (Wertsch, 
1991). De Engels, por ejemplo, basado en el concepto de trabajo humano y uso 
de herramientas, elaboró la idea de que a través de éstos el hombre cambia la 
naturaleza y, simultáneamente se transforma a sí mismo. 
Vygotski explota de esta manera el concepto de herramienta de un modo 
particular basado en las ideas de Engels: la especialización de la mano signi-
fica la herramienta y ésta presupone la actividad específicamente humana, 
la reacción transformadora del hombre sobre la naturaleza. El animal utiliza 
la naturaleza exterior e introduce cambios en ella pura y simplemente con 
su presencia, mientras que el hombre, mediante sus cambios, la hace servir 
a sus fines, la domina. A juicio de Vygotski (1929), podemos transformar la 
naturaleza hacia el exterior y ponerla al servicio de nuestros fines únicamente 
de conformidad con las leyes mismas de la naturaleza.
Podemos, entonces, llegar a pensar que Vygotski concibió los procesos 
psicológicos superiores como una aplicación psicológicamente importante del 
materialismo histórico y dialéctico.13 Un eje central de este método consistía 
en que todos los fenómenos debían ser estudiados como procesos en constan-
te movimiento y cambio. Vygotski destacó que los procesos psicológicos supe-
riores surgen de la actividad humana mediada por instrumentos psicológicos 
de carácter semiótico. Por lo tanto, el desarrollo cognitivo parece depender 
del dominio progresivo de unos sistemas de mediación simbólica cada vez 
más complejos.14
Vygotski (1931/2000, p. 34) sugiere que:
[…] la cultura origina formas especiales de conducta, modifica la actividad 
de las funciones psíquicas, edifica nuevos niveles en el sistema de compor-
tamiento humano del desarrollo. En el proceso de desarrollo histórico, el 
hombre social modifica los modos y procedimientos de su conducta, trans-
forma sus inclinaciones naturales y funciones, elabora y crea nuevas formas 
de comportamiento específicamente culturales. 
El lenguaje, la escritura y las distintas formas literarias son los instru-
13. En Hegel (1817/2004), el término dialéctica tiene una larga historia. De él se destacan 
cuatro acepciones fundamentales: (1) la dialéctica como método de la división lógica, 
conforme a la cual se clasifica un concepto genérico en sus especies; (2) la dialéctica 
como lógica de lo probable; (3) la dialéctica como término para designar a la lógica ente-
ra y (4) la dialéctica como método encaminado a superar las oposiciones de dos términos 
(tesis-antítesis) en uno nuevo: la síntesis (p. xxxix). Hegel asimila esta última acepción, 
prosiguiendo y desenvolviendo ideas al respecto de Kant y Fichte. 
14. El énfasis es mío.
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mentos culturales-psicológicos que proporcionan el mecanismo formal para 
el dominio de los procesos psicológicos.
Wertsch (1985/1988) plantea que para Vygotski un primer criterio que 
caracteriza las funciones psicológicas superiores (pero no las elementales) es 
su origen y naturaleza social. De esta forma, sugería Vygotski, no es la natu-
raleza, sino la sociedad la que, por encima de todo, debe ser considerada como 
el factor determinante del comportamiento humano. Vygotski (1931/2000, p. 
151) plantea que:
Todas las funciones psíquicas superiores son relaciones interiorizadas de 
orden social, son el fundamento de la estructura social de la personalidad. 
Su composición, estructura genética y modo de acción, en una palabra, toda 
su naturaleza es social; incluso al convertirse en procesos psíquicos sigue 
siendo cuasi-social. El hombre, incluso a solas consigo mismo, conserva 
funciones de comunicación. 
Un segundo criterio para diferenciar las funciones psicológicas superio-
res de las elementales es el de la mediación. En este sentido, sostiene Wertsch 
(1985/1988), la concepción vygotskiana del control voluntario, la realización 
consciente y la naturaleza social de los procesos psicológicos superiores pre-
suponen la existencia de herramientas psicológicas o signos, que pueden ser 
utilizados para controlar la actividad propia y la de los demás. Los signos 
o herramientas psicológicas como medios semióticos también encuentran 
sostén desde una concepción antropológica aplicada al proceso educativo. 
Estamos de acuerdo con Herrero (1992) en señalar que es imposible concebir 
al ser humano fuera de las relaciones que le ponen en contacto con el otro. 
La noción de mediación es analíticamente importante. De acuerdo con 
Vygotski, la presencia de estímulos creados, junto con estímulos dados es 
la característica diferencial de la psicología humana. Como lo señalan Cole 
& Wertsch (1996), los instrumentos o herramientas psicológicas recrean y 
reorganizan la estructura del comportamiento humano. Un corolario de esta 
argumentación podríamos enunciarlo de la siguiente manera: los instrumen-
tos o recursos con los cuales se realiza la actividad matemática condicionan 
las formas como los estudiantes se apropian, construyen o re-significan 
dicha actividad y desde luego las maneras de pensar. 
La idea de conciencia no está al margen de esta discusión, la verdad nun-
ca ha estado al margen. Muy al contrario, esta noción es teorizada en relación 
con la idea de actividad. El desarrollo de la conciencia de un niño (Leontiev, 
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1983, citado en Kozulin, 2000, p. 40) “se produce como resultado del desa-
rrollo del sistema de operaciones psicológicas que, a su vez, está determinado 
por las relaciones genuinas entre el niño y la realidad”. Al respecto, Kozulin 
(2000, p. 79) destaca este tipo de relaciones y la considera íntimamente ligada 
a la noción de trabajo:
Hegel vincula la aparición de la conciencia y la autoconciencia del ser huma-
no con el proceso de actividad mediada que es el trabajo. La noción filosófi-
ca de mediación ya sugiere toda una gama de posibles agentes mediadores. 
En primer lugar, el trabajo presupone unos instrumentos materiales inter-
puestos entre el individuo y el objeto natural. Aunque estos instrumentos 
están dirigidos a objetos naturales, también tienen una influencia recíproca 
en el individuo, modificando así su tipo de actividad y de cognición. En 
segundo lugar, como el trabajo siempre es un trabajo para alguien más, las 
características sociales y psicológicas de esa otra persona también entran 
en la ecuación. Por último, puesto que el trabajo es imposible sin represen-
taciones simbólicas, estos símbolos y sus medios de transmisión pasan a ser 
dos agentes mediadores más.
Para Kozulin, la conciencia del sujeto está estrechamente vinculada con 
la interacción, no sólo con el objeto natural sino también con el otro. Esta 
relación compleja que construye la individualidad del sujeto a partir del otro, 
como en una relación de alteridad bajtiniana, influye de manera esencial en el 
desarrollo de la conciencia; al decir Bajtín (1979/2009, p. 360), “la conciencia 
del hombre despierta envuelta en la conciencia ajena”, lo cual sugiere que la 
conciencia adquiere su identidad dentro de la práctica social reflexiva. Según 
Radford (2013a, p. 27): 
La conciencia individual es una forma específicamente humana de reflex-
ión subjetiva sobre la realidad concreta en el curso de la cual tomamos sen-
sibilidad de las formas culturales que nos permite considerar, reflexionar, 
comprender, disentir, objetar y sentir acerca de otros, de nosotros mismos 
y de nuestro mundo. 
El llamado que hacen Kozulin y Radford en el sentido de buscar los orí-
genes de la actividad consciente en lo externo, en el otro, en lo social, ha sido 
discutido también por Luria, tal y como lo reporta Wertsch (1998, p. 26):
Para explicar las formas altamente complejas de la conciencia hay que ir 
más allá del organismo humano. No hay que buscar los orígenes de la acti-
vidad consciente y la conducta “categórica” en las depresiones del cerebro 
humano o en las profundidades del espíritu, sino en las condiciones exter-
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nas de vida. Por sobre todo, esto significa que hay que buscar esos orígenes 
en los procesos externos de la vida social, en las formas sociales e históricas 
de la existencia humana. 
En particular, la mediación del lenguaje, además de su importancia en el 
contacto social, consideramos que aporta al desarrollo cognitivo varias for-
mas de ser: libertad operacional, independencia del contexto, complejidad de 
la acción (planeación), autorreflexividad (conciencia del lenguaje, conducta 
mediata) y control de la conducta (no a los impulsos). Anota Cárdenas (en 
prensa) que desde esta perspectiva, para Vygotski “[…] la característica bá-
sica de la conducta humana en general es que las personas influyen en sus 
relaciones con el entorno, y a través de dicho entorno modifican su conducta, 
sometiéndola a su control”. 
Podemos afirmar, entonces, que en términos educativos el desarrollo 
cultural es un proceso artificial. Como bien lo anota Vygotski (1987, p.187): 
“La educación es el desarrollo artificial del niño; [la educación] es el do-
minio ingenioso de los procesos naturales del desarrollo y no sólo influye 
sobre unos u otros procesos del desarrollo, sino que reestructura, de la 
manera más esencial, todas las funciones de la conducta”. 
Esta línea cultural de desarrollo vygotskiana requiere de un complejo 
y relativamente largo proceso de apropiación cultural. Proceso que estaría 
orientado a propiciar grados crecientes de dominio autónomo (consciente y 
voluntario) y descontextualizado de los instrumentos de mediación semió-
tica, lo cual posibilitaría en nuestros estudiantes, por ejemplo, formas de 
conceptualización cada vez más elaboradas o sofisticadas.
En términos de Wertsch (1985/1988), Vygotski concibió un principio de 
desarrollo que llamó Principio de descontextualización de los instrumentos 
de mediación, según el cual “el significado de los signos se vuelve cada vez 
menos dependiente del contexto espacio-temporal en el que son utilizados” 
(pp. 49-50). De esta forma podemos explicar, señala Wertsch (1985/1988, p. 
50), cómo “las formas de calcular observadas en los hombres primitivos eran 
altamente dependientes del contexto”, en otras palabras, el cálculo dependía 
de la percepción de objetos y entornos concretos. 
Esta relación, anota Wertsch (1985/1988), no anticipa la capacidad de 
hacer distinciones más precisas entre cantidades, sino que las distinciones se 
basan en juicios sobre objetos concretos, perceptivamente presentes (objetos 
del contexto específico donde son utilizados los signos).
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El principio de descontextualización de Vygotski opera, en este caso en 
particular, cuando, según Wertsch (1985/1988, p. 50):
En el cálculo, la descontextualización se halla ligada a la aparición de un 
sistema numérico en el que una cantidad puede ser representada indepen-
dientemente de cualquier contexto perceptivo. De hecho, la cantidad puede 
llegar a convertirse en un objeto abstracto en sí mismo, en lugar de un sig-
nificado ligado a un determinado conjunto de objetos. 
Tanto el enfoque teórico propuesto por Vygotski coma la teorización 
que hace sobre la mediación semiótica, son retomados por Radford cuando 
plantea su perspectiva teórica de la objetivación. En la siguiente sección 
presentamos los constructos teóricos de esta perspectiva, los cuales fungen 
como herramientas analíticas para explicar y comprender las actuaciones 
matemáticas de los estudiantes en esta investigación.
2.4 LA TEORÍA DE LA OBJETIVACIÓN COMO UNA 
APROXIMACIÓN HISTÓRICO-CULTURAL
La teoría de la objetivación propuesta por Radford nace como una aproxima-
ción semiótica-cultural. En sus inicios se interesaba fundamentalmente por 
el papel de los signos en una cultura, su funcionamiento en términos del pen-
samiento, más que el estudio de los signos en sí mismos, tal y como interesa 
a la escuela italiana (véase, por ejemplo, Arzarello, 2006), que se encuentra 
interesada en la evolución de los signos. En este sentido es importante para 
esta escuela estudiar el signo que produce el alumno y en ese proceso cómo 
llega hasta el signo matemático (estándar), pasando por el signo que esta 
escuela llama pivote como aquél que se encuentra a mitad de camino entre el 
signo del alumno y el signo matemático. 
El problema que preocupaba a la teoría de la objetivación en sus inicios 
era un problema de tipo epistemológico, en tanto centraba su atención en la 
relación del sujeto con el saber, por lo que el aprendizaje se planteaba como 
un problema de toma de conciencia.
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Diagrama 1. Ubicación de la Teoría cultural de la objetivación en las 
perspectivas socioculturales
Dentro de las aproximaciones socioculturales de la educación matemá-
tica reconocemos el posicionamiento importante que ha venido logrando la 
perspectiva histórico-cultural desarrollada por Vygotski. Podríamos afirmar 
que en los trabajos más recientes (ver, por ejemplo, Radford, 2013a), la teo-
ría de la objetivación se enmarca en esta perspectiva histórico-cultural. No 
obstante, nos parece necesario y pertinente presentar brevemente algunos 
aspectos de la génesis de la teoría de la objetivación, pues consideramos que 
aún cobran vigencia y, luego, continuar con sus desarrollos más actuales. En 
estos desarrollos se aprecia explícitamente un giro importante hacia las ideas 
de Hegel. Aquí, por su parte, el problema de la conciencia aparece taxativa-
mente como un problema mediatizado por la actividad o la praxis social. No 
consideramos la conciencia como entidad metafísica. Estamos hablando de 
conciencia desde un punto de vista dialéctico-materialista, esto es, como un 
caso particular de la experiencia social.
2.4.1 Breve presentación de los inicios de la teoría de la 
objetivación. En tanto aproximación semiótica-cultural, interesa, pues, 
fundamentalmente el papel que desempeñan el organismo (lo corpóreo), el 
discurso y los signos cuando los alumnos refieren a objetos matemáticos. 
Sugiere abordar el problema de la cognición humana desde un punto de vista 
antropológico. Desde el punto de vista de D A´more (2006, p. 178), “la línea 
de investigación antropológica parece fundamental en la comprensión del 
pensamiento matemático. Dicha línea de investigación debe atacar ciertos 
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La teoría de la objetivación parte de un reposicionamiento del individuo 
visto como un sujeto que vive, piensa y actúa en el marco de su cultura y 
de la premisa que la base de la cognición se encuentra en la praxis social, 
entendida esta praxis no como una práctica contemplativa, sino como una 
actividad humana sensitiva y concreta (Radford, 2010a).
En esta aproximación asumimos dos principios fundamentales: (1) los 
signos nos permiten reflexionar sobre el mundo y (2) el mundo es reflejado 
y refractado en los signos y en la forma en que éstos son usados.15 Estos 
dos principios se hacen operativos en tanto debemos reconocer, por ejemplo 
en el trabajo de aula de matemáticas, que los signos son portadores de con-
venciones y formas culturales de significación, es decir, tienen una historia 
y necesariamente influyen en nuestras estructuras psicológicas. Como bien 
lo señala D A´more (2006), el empleo que hacemos de las diversas clases de 
signos y artefactos cuando intentamos llegar a conocer algo está subsumido 
en prototipos culturales de uso de signos y artefactos. Estos principios nos 
llevan a considerar la semiótica no sólo en su papel de representación de los 
objetos matemáticos, pues la actividad matemática está anclada en los com-
plejos simbólicos de la cultura en que se desarrolla.16
La manera como se configura el conocimiento matemático está íntima-
mente definido por la cultura en la cual éste se desarrolla (Radford, 1997, p. 
32). Coincidimos con Wertsch (1991, p. 35) cuando señala que “una aproxima-
ción sociocultural a la mente comienza con el supuesto de que la acción está 
mediada, y que no puede ser separada del medio en el que se lleva a cabo”. 
Por lo tanto, la acción típicamente humana emplea instrumentos mediadores, 
tales como las herramientas o el lenguaje, y estos instrumentos mediadores 
dan forma a la acción de manera esencial. 
Esta idea de acción humana encuentra, pues, su íntima relación con la 
cultura y el significado dentro de la cultura. En esta dirección, Bruner (2006, 
p. 20) sugiere que: 
15. El énfasis es mío.
16. El doctor Bruno D´Amore afirma que “si bien la semiótica nace desde un punto de 
vista realista, pues se piensa que los objetos ya existen, su importancia reside en la nece-
sidad de diferenciar entre los objetos matemáticos y sus representaciones” (Declaración 
en el Seminario doctoral “Conceptos, objetos matemáticos y semiótica”, ofrecido en el 
primer semestre de 2011 en el Doctorado Interinstitucional en Educación, énfasis en 
educación matemática, Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Bogotá-Colom-
bia).
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En lugar de considerar la cultura como algún tipo de capa sobre la natura-
leza humana determinada biológicamente, donde se presupone que las cau-
sas de la conducta humana residen en este sustrato biológico, deberíamos 
adoptar la perspectiva de que la cultura y la búsqueda de significado dentro 
de la cultura son las causas propias de la acción humana. 
El conocimiento (ver, por ejemplo, Radford, 2004, 2006a, 2006b), enton-
ces, es un producto de un tipo específico de actividad humana, precisamente, 
de una actividad humana muy específica: el pensamiento. Dentro de esta 
perspectiva semiótica-cultural, el pensamiento es una actividad reflexiva y 
sensible mediada por signos, materializada en la corporeidad de las acciones, 
gestos y artefactos. Según Radford (2006b, p. 108), “El pensamiento es una 
reflexión, es decir, un movimiento dialéctico entre una realidad constituida 
histórica y culturalmente y un individuo que la refracta (y la modifica) según 
las interpretaciones y sentidos subjetivos propios”. 
Los fundamentos de la teoría de la objetivación desarrollada por Radford 
son dos: uno de naturaleza ontológica y otro de naturaleza epistemológica 
(Miranda, Radford & Guzmán, 2007). En relación con el fundamento ontoló-
gico, la teoría señala que los objetos matemáticos no son independientes de 
la actividad realizada por los seres humanos; ni son el resultado del descu-
brimiento llevado a cabo por científicos interesados en conocer una realidad 
externa a ellos (Miranda, Radford & Guzmán, 2007). Por el contrario, en la 
teoría de la objetivación, los objetos matemáticos son generados por los indivi-
duos en el transcurso de su desarrollo histórico-cultural; en específico, estos 
objetos “son patrones fijos de actividad reflexiva incrustados en el mundo 
en cambio constante de la práctica social mediatizada por los artefactos” 
(Radford, 2006b, p. 111).
En el fundamento epistemológico de la teoría de la objetivación se ca-
racteriza la manera en que los estudiantes conocen los objetos matemáticos 
(Radford, 2006b). Este conocimiento no es la consecuencia de las acciones 
adaptativas de un estudiante en el momento de resolver un problema pues 
éstas son situadas dentro de las condiciones particulares de cada cultura y de 
cada forma de comprender el mundo (Miranda, Radford & Guzmán, 2007).
Las características de los fundamentos ontológico y epistemológico de la 
teoría de la objetivación sirven como base para concebir el aprendizaje de los 
objetos matemáticos como la “adquisición comunitaria de formas de reflexión 
del mundo guiadas por modos epistémico-culturales históricamente forma-
dos” (Radford, 2006b, p. 105). Este aprendizaje no es una mera imposición 
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o transmisión de contenidos conceptuales, sino un esfuerzo por “dotar de 
sentido a los objetos conceptuales que encuentra el alumno en su cultura” 
(Radford, 2006b, p. 113).
Es decir, los procesos de objetivación (Radford, 2009) los interpretamos 
como aquellos procesos sociales a través de los cuales los estudiantes captu-
ran la lógica cultural con que los objetos de saber han sido dados y se fami-
liarizan con las formas de acción y pensamiento históricamente constituidas. 
En otras palabras, la objetivación indica un proceso que tiene como objetivo 
mostrar alguna cosa (un objeto) a alguien. Pero, ¿cuáles son los medios para 
mostrar el objeto? Radford (2003, 2005) los llama medios semióticos de obje-
tivación, esto es, objetos, artefactos, términos lingüísticos y en general signos 
que se utilizan para comunicar o hacer visible una intención y para llevar a 
cabo una acción.
Al decir de Radford (2003, p. 41), los medios semióticos de objetivación 
son: 
Todos los medios utilizados por los individuos que se encuentran en un 
proceso de producción de significados, para lograr una forma estable de 
conciencia, para hacer presente sus intenciones y organizar sus acciones y 
así adquirir las metas de sus acciones. 
Este constructo teórico nos parece fundamental dentro de la propuesta 
teórica formulada y desarrollada por Radford. Los medios semióticos de 
objetivación (Radford, 2003, 2005, 2008a) no son únicamente herramientas 
por medio de las cuales manipulamos el mundo. Son también mediadores de 
nuestros actos intencionales, portadores de una conciencia histórica cons-
truida a partir de la actividad cognitiva de las generaciones precedentes. 
Desde los puntos de vista de Radford (2008a, 2010a, 2010b) y Santi 
(2010), los recursos semióticos estratifican el objeto de saber (matemático) 
en niveles de generalidad de acuerdo con la actividad reflexiva que ellos me-
dian. Aceptamos, por supuesto, los medios semióticos de objetivación como 
elementos constitutivos de la forma de pensar. Estos medios semióticos per-
tenecen a una diversidad de sistemas simbólicos culturales que van más allá 
del individuo. Por ejemplo, las formas de resolver cierta clase de problemas, 
las formas de argumentar, de validar, de demostrar, las maneras de decidir 
si una hipótesis puede servir de evidencia a un enunciado, todas ellas tienen 
una historia, constituyen prácticas culturales. Por lo tanto, siguiendo a Rad-
ford (2008a), afirmamos que el signo y la forma en que éste es usado (esto es, 
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su sintaxis y su pragmática) —forma necesariamente cultural en tanto que 
inmersa en Sistemas Semióticos de Significación Cultural— son considera-
dos como constitutivos del objeto conceptual: éstos objetivan al objeto. 
Por lo tanto, los Sistemas Semióticos de Significación Cultural los enten-
demos como superestructuras simbólicas de significados, construidos por los 
propios individuos. En esta superestructura simbólica son consideradas las 
opiniones y las creencias de una cultura, así como las formas de generación 
de significados. Es en esta superestructura semiótica en la cual se afinca la 
imaginación intelectual (Radford, 2008a). Por ello cada sujeto es hijo de su 
época, de su contexto cultural, y no siempre logra romper todos los lazos que 
lo vinculan con el modo de pensar de su tiempo. Sin embargo, si logra romper 
estos lazos (avanzando en la generación de nuevo conocimiento) debemos 
reconocer que necesariamente paga tributo a las formas anteriores de pensar. 
Esta dimensión semiótica nos antecede y afecta nuestras estructuras psíqui-
cas como, por ejemplo, la percepción y la simbolización, y, en consecuencia, 
las teorizaciones que hacemos acerca del mundo. Los significados que circu-
lan en el aula no pueden ser confinados a la dimensión interactiva que ocurre 
en el aula misma (Radford, 2006b). Por lo que, al decir de Radford (2008a), 
la objetivación del saber, en tanto que reflexión del mundo, es un punto de 
encuentro entre la experiencia personal y el saber cultural. 
2.4.2. Algunas consideraciones filosóficas en la teoría de la 
objetivación. Desde un punto de vista hegeliano –teoría del materialismo 
dialéctico– la idea de pensamiento se considera como un proceso de activi-
dad humana. Incluso, todos los fenómenos, desde el método del materialismo 
dialéctico, debían ser estudiados como procesos en constante movimiento y 
cambio, de donde se desprende que el movimiento es una categoría ontológica 
fundamental en la epistemología hegeliana. 
Afirma Davydov (1981, p. 279): “El pensamiento de un hombre es el mo-
vimiento de formas de actividad de la sociedad históricamente constituidas 
y apropiadas por aquél”. En estos términos, el pensamiento se considera un 
proceso objetivo de la actividad humana, un movimiento de la civilización 
humana y de la sociedad. Inspirado en Engels, Davydov (1981, p. 283) sugiere 
que: 
“la actividad laboral, experimental por su esencia, les permite a los hom-
bres revelar las conexiones indispensables y universales de los objetos. […]
La forma de universalidad –dice Engels– es la forma de perfección interna. 
La forma de universalidad en la naturaleza es una ley […]”.
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Afirma Davydov (1981) que, por ejemplo, cuando el hombre sabe que el 
cloro y el hidrógeno bajo la acción de la luz y a determinada temperatura y 
presión se unen en forma de gas y originan una explosión, él sabe también 
por eso mismo que ello tendrá lugar siempre y en todas partes.17 Este autor 
señala que el saber en cuestión no depende de si el hecho se producirá una vez 
o se repetirá millones de veces no importa en qué cuerpos celestes. Siguiendo 
ideas de Engels, Davydov (1981, p. 284) plantea que en este caso se habla de 
“saber y del ascenso mental de lo singular a lo particular y luego a lo universal 
[…]”. 
Al decir de Davydov (1981, p. 302) “los distintos sistemas simbólicos (ma-
teriales, gráficos) son medios de “patronización”, y, por tanto, de idealización 
de los objetos materiales, medios de transferencia de los mismos al plano 
mental”. Este autor quiere subrayar el hecho de la actividad humana en la ela-
boración de los conceptos y, en consecuencia, resaltar la idea de movimiento 
en dicha actividad, lo cual conlleva, necesariamente, la utilización de símbo-
los para expresar características de los objetos generales. En palabras de este 
autor, “hay que tener en cuenta que los símbolos expresivos de lo general en 
los objetos son ellos mismos formas de la actividad humana” (Davydov, 1981, 
p. 303). 
Por eso, como lo sugiere Radford (2013a), los conceptos de saber, conoci-
miento y actividad son fundamentales en el andamiaje de la teoría cultural de 
la objetivación. En efecto, para Radford (2013a, p. 10) “saber es movimiento 
codificado”. Es así como Hegel (1830/2009) lo consideraba. Además, sugiere 
Radford (2012a, p. 10) que el saber es “un conjunto de procesos corporizados 
de acción y de reflexión constituidos histórica y culturalmente. 
Si consideramos, siguiendo a Radford, el saber como movimiento, mera 
posibilidad, entonces de acuerdo con este autor, el saber está constituido de 
formas siempre en movimiento de reflexión y acción histórica y culturalmente 
codificadas. El saber como pura posibilidad puede adquirir realidad a través 
de la actividad concreta—la actividad que mediatiza el saber y el conocimien-
to. Otra manera de decir esto es que el saber es labor cristalizada. Decimos, 
de acuerdo con Radford (2013a, p. 12), que el saber “es una forma ideal de 
acción, opuesto a las acciones en sí mismas”.
Por ejemplo, el pensamiento algebraico es labor humana cristalizada, 
esto es, formas de acción, pensamiento y reflexión que han quedado codifica-
das en la cultura. El pensamiento algebraico como forma cultural codificada 
17. Cursivas del original.
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de pensamiento, ha sido desarrollado y refinado en el curso de la historia 
cultural. Éste pre-existe en una forma ideal desarrollada antes de que los 
estudiantes participen de actividades de clase.
General (x)                        Individual or Singular Θ (Φ(x)) 
                                     Θ o Φ     
       Φ                  Θ
                                 Particular
                           Φ(x)                     
Figura 5. Secuencia figural con apoyo tabular presentada en Radford 
(2013a)
Según Radford (2013a), es este saber que encuentran los estudiantes en 
la escuela que los llevaría a ver que el término 100 de la secuencia mostrada 
en la Figura 5, por ejemplo, tiene 1 + 2 x 100 cuadrados.
La Figura 6 intenta capturar la relación entre lo General, lo Particular, 
y lo Singular o Individual de la terna hegeliana. Lo General (el saber), como 
ya hemos señalado, es pura posibilidad. Lo singular (conocimiento), según 
Radford (2013a), es el contenido conceptual concreto que conlleva, en su 
materialidad, la naturaleza abstracta de lo general. Según Maybee (2009, 
citado por Radford, 2013a), es el contenido de lo general, que se manifiesta 
en la reflexión teórica sensorial, la manera en que lo general tiene realidad. 
Radford (2013a) argumenta que como actividad, lo Particular es la mediación 
entre lo General y el Singular. Esta mediación es fundamental, ya que hace 
hincapié en la naturaleza mediada del conocimiento. 
Figura 6. Lo General, el Particular y el Singular de la terna hegeliana en 
Radford (2013a)
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En una interpretación arriesgada podemos señalar que la Figura 6 com-
porta el objeto cultural u objeto matemático u objeto de saber en su totalidad. 
En términos de Hegel (1817/2004, p. 111):
El concepto como tal, contiene los momentos de la universalidad, libre 
igualdad consigo mismo en la propia determinación –de la particularidad, 
determinación en la cual la universalidad resta, sin ser perturbada, igual a 
sí misma-; y de la individualidad, como reflexión en sí de las determinacio-
nes de la universalidad y particularidad. 
Y más adelante señala (Hegel, 1817/2004, p. 112):
Universalidad, particularidad e individualidad, tomadas abstractamente, 
son lo mismo que identidad, diferencia y razón de ser. Pero la universalidad 
es lo que es idéntico consigo mismo, con la expresa significación de que en 
lo universal está a la vez contenido lo Particular y lo Individual. Lo parti-
cular es lo que es diferente, o la determinación; pero significando que es 
universal en sí y está como individual. Lo individual, por último, tiene la 
significación de sujeto y substracto, que contiene en sí el género y la especie 
y es él mismo sustancial. 
Según Hegel (1817/2004, p. 114):
El juicio abstracto es la proposición: lo singular es lo universal. Éstas son 
las determinaciones que el sujeto y el predicado tienen primeramente el 
uno para el otro, siendo tomados los momentos del concepto en su inmedia-
ta determinación o primera abstracción. […] lo individual es lo universal, 
o más determinantemente: el sujeto es el predicado (por ejemplo, Dios es 
espíritu absoluto). 
La individualidad es lo que Radford (2013a), en la interpretación que hace 
de las ideas de Hegel, llama el conocimiento o el Singular. Por eso, para este 
investigador, el conocimiento es la instanciación o actualización del saber (p. 
16). En estos términos, sugiere que el conocimiento (Radford, 2013a, p. 16) 
debe ser comprendido como:
1) El significado del saber como algo general
2) El proceso de su actualización, y
3) El resultado de su actualización
Entendemos conocimiento como Knowing (conociendo, es decir, un 
proceso perpetuo de conocer) y significa lo que es capturado por los indivi-
duos en la realización o actualización del saber a través de la actividad. La 
actualización es el proceso que Hegel llama el Particular, y la instanciación 
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es lo que según Radford (2013a), Hegel llama el Singular o Individual. Por 
ello, el Particular como actividad imprime su huella en la instanciación del 
saber, o como diría Ilyenkov (1977), el conocimiento arrastra la huella de la 
actividad que lo medió. De acuerdo con Radford (2013a, p. 17), “el Particular 
como actividad demarca la manera en la cual el conocimiento instancia el 
saber”. En términos más simples, la manera por la cual sabemos conocer algo 
(por ejemplo, resolver ecuaciones) es consustancial de la especificidad de los 
procesos del conocimiento (Radford, 2013a).
Argumenta Radford (2013a), siguiendo ideas de Hegel (1837/2001), que 
el saber como posibilidad, mera potencialidad, “no ha emergido aún a su 
existencia” (Hegel, 1837/2001, p. 36). Para que pueda emerger en la existencia 
y pueda ser actual, el saber tiene que ser instanciado a través de una actual-
ización. Plantea Noel (1995, p. 104):
[…] La unidad nueva que acaba de producirse, o el concepto (Begriff), 
es por el contrario la libertad esencial. Está toda entera en cada una de 
sus determinaciones, y su presencia es manifiesta en todas. No es nada 
inmediato, ni dado, sino pura acción o puro movimiento. 
El saber (el concepto) es movimiento, es evolución, por ello, desde un 
punto de vista didáctico, los conceptos u objetos culturales se presentan a los 
estudiantes como posibilidades. “El saber parece ser más bien algo que no 
está en nosotros, algo que debemos encontrar, algo que se nos hace objeto (es 
decir, se nos opone)” (Radford, 2013a, p. 23). En esta dirección, objetivación 
“es precisamente el proceso de reconocer lo que se nos hace objeto –sistema 
de ideas, significados culturales, formas de pensamiento, etc.” (Radford, 
2013a, p. 23). Noel (1995, p. 105) en su trabajo sobre “La lógica de Hegel”, lo 
plantea en los siguientes términos:
El concepto es ante todo lo Universal abstracto, la posibilidad indetermi-
nada de todas las determinaciones, pero no es posibilidad pura, es decir, la 
simple abstracción del ser; él pone en sí mismo el momento de la particu-
laridad, es decir, se determina.
Intentando aclarar lo dicho anteriormente, podemos afirmar que la clave está 
en la distinción entre lo filogenético y lo ontogenético. En efecto, desde el punto de 
vista filogenético, el saber tuvo que haberlo producido alguien, es decir, tiene una 
historia. Desde ese punto de vista, el saber es una cristalización de labores humanas 
–codificación, etc. Desde la mirada ontogenética, para el alumno, fenomenológi-
camente, al principio, el saber aparece como posibilidad solamente. La actividad 
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de enseñanza-aprendizaje lo mira (el saber) filogenéticamente y lo posiciona como 
objeto de la actividad. El saber se revela al alumno, entonces, a través de la actividad 
de objetivación. Por lo que, por ejemplo, pensar algebraicamente es el saber, mientras 
que llegar a pensar es su objetivación.
La Figura 7 muestra dos relaciones, Φ y Θ. Para Radford (2013a), con 
respecto a la relación Φ, en el nivel más general, el Particular es la manera 
en la cual lo General se nos muestra. Los fenomenólogos hablan de la “ma-
nifestación” (en el sentido más fuerte de este término), es decir, del modo de 
presencia del Ideal (el saber) en el mundo concreto. Si lo General es una forma 
de pensar algebraicamente acerca de secuencias (codificadas culturalmente), 
entonces el Particular es la actividad que requerirían el profesor y los estu-
diantes para lograr algún tipo de reflexión y acción que incorpore aspectos 
de este pensamiento algebraico. Es decir, lo General es mera posibilidad (de 
naturaleza virtual) y el Particular (Radford, 2103a) es un paso hacia adelante 
en la concreción de lo General.
El Particular como actividad se mueve hacia su objeto a través de la 
identificación de objetivos. Éstos pueden ser, en la Figura 7, continuando con 
el ejemplo del álgebra, resolver problemas sobre secuencias algebraicas. Por 
lo tanto, la estructura objeto-objetivo-tarea se corresponde con la relación Φ 
de nuestra Figura. Según Radford (2013a), la relación Φ relata la intención 
pedagógica de la actividad del salón de clase. Este investigador precisa que 
la relación, aplicada a lo general x (es decir, pensar algebraicamente sobre las 
secuencias) puede tomar distintos “valores” Φ (x)1 , Φ (x)2 ,... dependiendo de 







To think algebraically about 
sequences
To solve problems about 
sequences algebraically
  
Prob. 1    Prob. 2 ...  Prob. k
   General (x)          Indiv. or Sing. Θ (Φ(x)) 
     Θ o Φ     
         Φ                                            Θ   
      Particular 
 Φ(x)   
Figura 7. La estructura del Particular en Radford (2013a). El Particular 
como actividad particularizante se hace posible a través de las dos 
relaciones, Φ y q
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Con respecto a la relación Θ, según Radford (2013a), el Particular se 
entiende como una actividad que actualiza el General en forma de una ins-
tancia individual o Singular y es lo que expresa esta relación en la Figura 7. La 
actividad es movimiento concreto actualizado, que lleva a una instanciación 
Singular del General. Dentro de la teoría la objetivación del saber, plantea 
Radford (2013a, p. 32):
“La actualización del general es articulada como un proceso emergente de 
instanciación [del general]. El adjetivo “emergente” significa que el salón de 
clase es visto como un sistema que evoluciona a través de “estados” y que 
esta evolución no puede ser determinada de antemano. Profesores e investi-
gadores pueden tener una idea, pero el proceso no es mecánico. Dependerá 
de cómo los estudiantes y los profesores se involucran en la actividad, de 
cómo ellos respondan uno al otro, etc. 
Este investigador articula la relación Θ del Particular de Hegel con el 
trabajo en las aulas de clase de matemáticas que ha realizado en sus inves-
tigaciones. Afirma que para el caso de la teoría cultural de la objetivación, 
usualmente se divide el salón de clase en pequeños grupos de 2, 3 o cuatro 
estudiantes. Sostiene Radford que el primer estado de q consiste en una pre-
sentación de la actividad por el profesor. A continuación, los estudiantes son 
invitados a trabajar en pequeños grupos. Conformado así el salón de clase, el 
profesor visita varios grupos, cuestiona y retroalimenta a los estudiantes. En 
un cierto momento, el profesor puede invitar la clase a una discusión general 
donde los grupos pueden presentar sus ideas y otros grupos pueden desafiar-
los o proponer una generalización. La lección puede terminar ahí o continuar 
con una discusión adicional en pequeños grupos. etc.
Las relaciones Φ y Θ, que conforman la estructura del Particular de He-
gel, podrían estar hablando de nuestras decisiones pedagógicas y didácticas 
para organizar nuestras aulas de clase. Popkewitz (2004) expone que a través 
de estas estructuras “empujamos” a los estudiantes a la actividad intelectual 
y conceptualizaciones matemáticas hacia algo establecido de antemano. En el 
caso aquí tratado de las tareas sobre secuencias de generalización de patrones, 
queremos que nuestros estudiantes lleguen a pensar algebraicamente, es de-
cir, entren en contacto con esas formas culturales codificadas de movimiento.
De la argumentación desarrollada en nuestra sección 2.2 sobre la idea de 
cultura, podemos desprender que el conocimiento no es la consecuencia de 
las acciones adaptativas de un sujeto en el momento de resolver un proble-
ma, pues éstas son situadas dentro de las condiciones particulares de cada 
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cultura. El conocimiento es realmente el resultado de una mediación. En este 
sentido, el aprendizaje (Radford, 2013a, p. 25) sería “la transformación sub-
jetiva e idiosincrática del saber “in itself” en un saber “for itsel”, esto es, una 
transformación de un saber cultural objetivo en un objeto de la conciencia”, 
es decir, un proceso de objetivación.
Esta idea de conciencia, muy estrechamente vinculada con la Feno-
menología, encuentra sostén en Hegel (1817/2004): la Fenomenología es la 
“ciencia de la experiencia de la conciencia” (p. xxxvi). Más aún, cuando Hegel 
(1817/2004) habla de Fenomenología, considera al espíritu en su desarrollo 
desde las formas que toma conciencia sensible hasta las propias de la auto-
conciencia de la razón” (p. LI). En este proceso complejo, el sujeto se topa 
con el objeto y el primero se transforma a través de la toma de conciencia 
progresiva. Según Radford, para Hegel:
La experiencia es la transformación que sufre el sujeto a raíz de su encuen-
tro con algo que no es él. (Comunicación personal, 22 de Octubre de 2012)
Este es el proceso que Radford llama subjetivación. Rancière (1999, 
citado por Roth & Radford, 2011, p. 129) define la subjetivación como “la 
producción de un cuerpo (viviente); este cuerpo se produce a través de una 
serie de acciones. Estas acciones son aquellas del sujeto en sí mismo, así como 
las acciones de los otros y el mundo natural”. Como señalan Roth & Radford 
(2011) “Subjetivación significa el desarrollo de un sujeto-en-actividad” (p. 
135), lo que nos permite inferir que los procesos de subjetivación son proce-
sos inacabados, perpetuos, continuos.
Ser (Being) y Becoming18 son dos procesos de subjetivación teorizados 
por Radford (2013a). Ahora bien, sugiere este autor, de la misma manera en 
que existe una relación dialéctica entre el saber y el conocimiento (conocien-
do), existe una relación entre el ser y el becoming. En la Figura 8 queremos 
expresar que así como el conocimiento es la instanciación del saber, beco-
ming es la instanciación del ser. Y de la misma manera en que el saber se 
corresponde con formas codificadas de movimiento, el ser se corresponde 
con formas codificadas de alteridad (esto es, de relaciones con otros). Defien-
de Radford (2013a) que de la misma forma como el saber evoluciona cultural 
e históricamente, así lo hace también el ser.
18. Al parecer no existe un término en el idioma español para la traducción de Becoming. 
Aunque “Llegando a ser” o “Volviéndose” podrían ser buenas traducciones, decidimos 
seguir utilizando el término en inglés que quiere significar un proceso inacabado o per-
petuo.
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Figura 8. Conocimiento y Becoming como parte de un mismo proceso 
de objetivación-subjetivación
Es más, para este investigador, el aprendizaje sería a la vez conocimiento 
y becoming. Más específicamente, el aprendizaje ocurre en el curso de los 
procesos sensoriales o sensitivos o incorporando procesos de objetivación 
que están inmersos en procesos de subjetivación. En síntesis, para Radford 
(2013a), conocimiento y becoming ocurren juntos. Cuando el conocimiento 
y becoming no ocurren al mismo tiempo, cuando conocimiento y becoming 
están fuera de sincronía, sostiene este investigador, lo que tenemos es cono-
cimiento alienado y estudiantes alienados. El producto de la actividad de los 
estudiantes aparece como algo extraño, como algo alejado de ellos. El saber 
“en sí mismo” y el ser “en sí mismo” permanecen separados de los estudiantes. 
En la teoría cultural de la objetivación desarrollada por Radford, el ser se 
considera pura potencialidad, y es a través de la actividad (el Particular en la 
terminología de Hegel) que el ser es instanciado. El ser, en esta teoría, es aquel 
que se basa en atributos constituidos histórica y culturalmente. Vale la pena 
resaltar aquí que la actividad debe ser vista no como una simple cooperación 
entre individuos parta lograr algo, ni debe ser vista como un simple medio. La 
actividad debe ser considerada como una labor conjunta.
Para Radford:
“La actividad es un proceso social cuyo propósito es alcanzar un objeto 
impregnado de entrada con significados culturales y conceptuales, objeto 
que se alcanza a través de acciones mediatizadas por sistemas semióticos 
depositarios de la historia cognitiva escrita en estos últimos por generacio-
nes pasadas” (comunicación personal, 3 de marzo de 2011).
  Being           Becoming
 General (x)                         Individual or Singular q (Φ(x))               
	 	 	 q o Φ
  Φ                        q
 
            Particular
                          Φ(x)
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El acento de la teoría de la actividad en el sentido de Leontiev es puesto 
aquí de manifiesto. En el marco de esta teoría, tanto el objeto que se busca 
(por ejemplo, aprender a pensar de cierta manera o aprender a demostrar) 
como los medios que se utilizan para alcanzarlo, son culturales. Según Roth 
& Radford (2011), para Leontiev existen dos dimensiones principales de la 
teoría de la actividad: (a) La actividad humana tiene estructura instrumen-
tal en la satisfacción de las necesidades de los individuos, y (b) la actividad 
está implicada en las relaciones con otros seres humanos. 
Marx & Engels (1970, citados por Radford, 2000) sugieren que las inves-
tigaciones de lo que los individuos son, hacen, piensan y sienten en cualquier 
período histórico deben distinguir entre dos categorías generales relaciona-
das entre sí. Por una parte tenemos las relaciones de producción, referida a 
las formas culturales e históricas de la interacción humana y la cooperación, 
esto es, la normatividad y reglamentación entre individuos. De otro lado, 
tenemos los modos de producción, dimensión tecnológica o material a través 
de la cual las personas producen sus medios de subsistencia y satisfacen sus 
necesidades.
Estamos de acuerdo con Leontiev que la actividad es un proceso social, 
una secuencia dialécticamente interconectada de acciones mediatizadas a 
través de las cuales los individuos se relacionan no solamente con el mundo 
de los objetos sino también con otros individuos, adquiriendo, en el curso de 
ese proceso, la experiencia humana (Leontiev, 1978, 1983, citados en Radford, 
2004). Más específicamente, la actividad matemática de un sujeto es una 
forma de reflexión que envuelve lo individual como un todo, su conciencia, 
sentimientos, percepción, actividad sensoriomotora, inmersa en un sistema 
de significación cultural que orienta sus actos intencionales.
En lugar de asumir una función meramente de adaptación, catalizadora 
o facilitadora, en esta perspectiva teórica de la objetivación, consideramos 
la interacción social como consustancial del aprendizaje (Radford, 2006b). 
Este tipo de interacción social podemos analizarla desde dos conceptos teóri-
cos (Radford & Roth, 2010): the space of joint action y togethering. The space 
of joint action se caracteriza como un verdadero espacio de intersubjetividad 
en donde “el pensamiento aparece como un fenómeno colectivo” (Radford & 
Roth, 2010, p. 6). Subraya el hecho de que la interacción se basa en una evo-
lución, puesta a punto, y de intercambio de perspectivas de los participantes. 
Por su parte, togethering teoriza los eventos que sistemáticamente trascien-
den los límites del aquí y ahora. Este concepto da cuenta de “la manera ética 
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en que los individuos se involucran, responden y ajustan el uno al otro, a 
pesar de sus diferencias cognitivas y emocionales” (Radford & Roth, 2010, p. 
10).
2.4.3 El gesto como medio semiótico de objetivación y los 
constructos nodo semiótico y contracción semiótica. En uno de 
los foros de investigación del Congreso Internacional del PME-2005 (In-
ternational Group for the Psychology of Mathematics Education-2005) se 
reconoce, como objetivo principal, la importancia del gesto en los procesos 
de aprendizaje de las matemáticas. En el contexto del congreso, Arzarello & 
Edwards (2005) se interesaron en analizar de qué forma el gesto contribuye a 
la construcción de significado de conceptos matemáticos. La importancia del 
estudio del gesto reside en reconocer que por medio de él es posible materia-
lizar intenciones, además de ser un elemento integrante, no periférico, en las 
maneras de pensar de los estudiantes. 
En particular, el gesto, como un medio semiótico de objetivación, juega 
un papel importante en la expresión de las intencionalidades de los sujetos 
y en su proceso de conceptualización. Por ejemplo, en la caracterización de 
gesto en el sentido otorgado por Kendon (1987), se hace corresponder este 
término con la idea de gesticulación, “los gestos que ocurren en asociación 
con el discurso y que parecen estar estrechamente relacionados con éste, 
como parte de la elocución, se denominan gesticulaciones” (Kendon, 1987, p. 
75). Así, gesto y gesticulación son utilizados en este trabajo como sinónimos. 
Vygotski (1978), en sus investigaciones relacionadas con el desarrollo de 
la percepción, detectó que niños de dos años de edad pudieron describir y 
reproducir las relaciones espaciales entre objetos ubicados en pinturas con 
el empleo exclusivo del lenguaje gestual (gesto). Cuando a los niños se les 
permitió el uso del lenguaje verbal (habla), Vygotsky reconoció que las pa-
labras eran acompañadas de gestos que permitieron a los niños superar las 
dificultades ocasionadas por la comunicación verbal (Vygotsky, 1978, p. 32).
Por ejemplo, en concordancia con la observación de Vygotsky (1978), 
Kendon (1987, p. 83) establece que “el gesto, con frecuencia, es utilizado 
cuando las circunstancias en las que sucede la comunicación hacen difícil o 
imposible que las palabras verbales sean recibidas”. De este modo, el gesto se 
convierte en una forma de comunicación tan importante como el habla.
Sin embargo, la importancia del gesto no sólo radica en su capacidad de 
superar las dificultades que se presentan en la comunicación verbal. Kendon 
(1980, citador por Miranda, 2009) señala que el gesto es importante debido a 
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que no depende de la oración verbal; es capaz de comunicar ideas o represen-
taciones mentales imposibles de comunicar con el habla. Kendon reconoce 
que el gesto, en el proceso elocutivo, es una manifestación diferente de la 
verbal. Dicho proceso puede caracterizarse como si “tuviera dos canales de 
salida dentro del comportamiento [humano]: uno a través del habla; el otro 
por medio del movimiento corporal [gesto]” (Kendon, 1980, p. 218).
La autonomía del gesto es reconocida, también, por McNeill (1985), quien 
asegura que, aun cuando el gesto y el habla están relacionados entre sí, los 
significados que cada uno tiene en la elocución son independientes uno del 
otro. Así, el emisor crea gestos para significar cosas distintas (o similares) de 
las que puede significar con su oración verbal (McNeill, 1985). Para Edwards 
(2005, p. 137), “los gestos forman parte de la solución de un problema mate-
mático; no se restringen a ser “simples ilustraciones” de los objetos referidos 
en las explicaciones verbales”. 
El carácter mediador de los gestos en los procesos de resolución de pro-
blemas, es destacado por Radford (2005, p. 143) cuando sostiene que: 
“Los gestos son parte de esos medios que permiten, a los estudiantes, obje-
tivar el saber –es decir, les permiten darse cuenta de los aspectos concep-
tuales que, debido a su propia generalidad, no pueden ser completamente 
mostrados en el mundo concreto. 
En los procesos de objetivación del saber, este investigador visibiliza en 
el papel de los gestos las intenciones de comunicación de algún aspecto de los 
objetos culturales, por ejemplo secuencias de patrones. Para Radford (2005, 
p. 143): 
Ellos [los gestos] son elementos indispensables en el proceso de objetiva-
ción del saber de los estudiantes. Los gestos ayudan a los estudiantes a 
hacer visibles sus intenciones, a notar las relaciones matemáticas y a tomar 
conciencia de los aspectos conceptuales de los objetos matemáticos.
Según Miranda (2009), no obstante el importante papel del gesto en la 
adquisición del saber matemático, Radford (2005) puntualiza que el gesto 
no es suficiente para dar cuenta de la forma en que los estudiantes apren-
den matemáticas. Este investigador propone que el análisis del proceso de 
aprendizaje debe tomar en cuenta la relación del gesto con otros sistemas 
semióticos. Así mismo sugiere profundizar en la idea vygotskiana de la mente 
como una unidad de elementos materiales e ideacionales y destaca, en esta 
idea, que el enriquecimiento del uno implica el enriquecimiento del otro, en 
una especie de relación dialéctica.
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De acuerdo con Alibali, Kita & Young (2000, citados por Radford, Ed-
wards & Arzarello, 2009) “el gesto juega un rol en la producción discursiva 
porque juega un papel en el proceso de conceptualización. […] El gesto está 
involucrado en la planeación conceptual de los mensajes y ayuda a los sujetos 
a “empaquetar” información especial dentro unidades verbalizables” (p. 93). 
Siguiendo a McNeill (1985), Radford (2009, p. 113) plantea que “los gestos 
son una especie de ventana para acceder al pensamiento”, idea que intenta 
visibilizar los trabajos pioneros de Vygotski (1978, p. 107) sobre la relación 
entre gestos y signos:
 A gesture is specifically the initial visual sign in which the future writing 
of the child is contained as the future oak is contained in the seed. […] The 
gesture is a writing in the air and the written sign is very frequently simply 
a fixed gesture. 
Según Radford (2002), hay una variedad de recursos semióticos movi-
lizados por los estudiantes y los profesores, como gestos, miradas, dibujos y 
modos extra-lingüísticos de expresión, que no cumplen los requisitos de las 
definiciones clásicas de los sistemas semióticos como se explica en literatura 
(por ejemplo, Duval, 1995/1999). Un aspecto importante que merece desta-
carse, por ahora, es que la forma en que tales sistemas semióticos diferentes 
se activan es multimodal (Arzarello, 2006).19 
En este proceso, es necesario destacar que la elección de los signos no 
es neutra ni independiente, pues dicha elección determina el destino en el 
cual se expresa el pensamiento, es decir, el destino de la comunicación. En 
particular, el lenguaje algebraico impone una sobriedad a quien piensa y se 
expresa, en otras palabras, impone una sobriedad y economía en las formas 
de significación, hecho que fue impensable antes del Renacimiento. 
Radford (2008b, 2010a, 2010b, 2010c) señala que los estudiantes tienen 
que compensar la reducción de recursos semióticos con una concentración de 
significados en el menor número de signos o palabras, dicha sobriedad y eco-
nomía es lo que en la teoría de la objetivación se llama contracción semiótica. 
En este proceso de objetivación, en general, los gestos y el ritmo, por ejemplo, 
son excluidos y los estudiantes tienen que trabajar aquí con formas reducidas 
de expresión. Este trabajo con formas simplificadas de expresión hace pensar 
en la contracción semiótica como un proceso de reorganización psíquica en 
19. La idea de multimodalidad será expuesta y desarrollada en el Capítulo 4 sobre el 
desarrollo de la investigación.
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el sujeto, lo cual lo lleva paulatinamente, pero no de manera homogénea, a 
una toma de conciencia del objeto cultural, en este caso una forma de pensar 
históricamente constituida y que ha quedado codificada en la cultura. 
Radford (2012a) señala que en este proceso de objetivación se evidencia 
una evolución de la unidad de componentes materiales-ideacionales del pen-
samiento algebraico. La contracción semiótica, enfatiza Radford (2012a, p. 
686):
Es un proceso genético en el curso del cual se toman decisiones entre lo que 
se considera relevante e irrelevante, que conduce a una contracción de la 
actividad semiótica anterior, lo que resulta en una vinculación más refinada 
de los recursos semióticos. Implica un nivel más profundo de la conciencia 
y la inteligibilidad del problema en cuestión y es un síntoma de aprendizaje 
y de desarrollo conceptual.
Por otra parte, la movilización de los medios semióticos de objetivación 
podría darse en un mismo momento, es decir, de manera sincronizada. La 
idea de nodo semiótico (Radford, Demers, Guzmán & Cerulli, 2003) es un 
intento de teorizar la interacción de sistemas semióticos en la objetivación del 
saber. Un nodo semiótico (Radford, 2000, p. 121) “es una pieza de la actividad 
semiótica de los estudiantes donde la acción y diversos signos (por ejemplo 
gesto, palabra, fórmula) trabajan juntos para lograr la objetivación del saber”.
Con la idea de nodo semiótico queremos revelar cómo los signos y los 
artefactos son usados por un sujeto en sus procesos de objetivación del saber 
o, más específicamente, nos interesa comprender y explicar el papel que juega 
el recurso a los signos y las formas de significación en la toma de conciencia 
de los objetos culturales. De acuerdo con Radford (2008b), la contracción 
semiótica se puede entender como la evolución de los nodos semióticos, en 
tanto la sobriedad en el pensamiento está ligada a la manera como los recur-
sos semióticos van evolucionando de fórmulas corpóreas hacia fórmulas más 
sofisticadas.
2.4.4 Sobre el pensamiento algebraico. Coincidimos con Radford 
(2010b) cuando reconoce que los objetos matemáticos son objetos «genera-
les», y la actividad matemática es esencialmente simbólica. Este investigador 
plantea, además, la necesidad de reflexionar explícitamente sobre la relación 
dialéctica entre el desarrollo del pensamiento algebraico y los procesos de 
generalización.
Según Radford (2011, p. 318), lo que distingue el pensamiento aritmé-
tico del algebraico es el hecho de que en este último se tratan cantidades 
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indeterminadas de una manera analítica. En otras palabras, se consideran 
cantidades indeterminadas (e.g., incógnitas o variables) como si fueran co-
nocidas y realizamos cálculos con ellas como lo hacemos con números cono-
cidos. Argumenta, a partir de los trabajos de Viète (1591/1983) y Descartes 
(1637/1954), que en este tipo de pensamiento no hay diferenciación entre 
números conocidos y desconocidos. Esta es la razón por la cual Viète –y otros 
matemáticos en el siglo XVI (Radford, 2010b)– se refiere al álgebra como un 
arte analítico. Se infiere, entonces, que la diferencia entre la aritmética y el 
álgebra no puede darse en términos de notaciones, como a menudo se pien-
sa. Sostiene que el simbolismo algebraico alfanumérico que conocemos hoy 
en día es de hecho una invención reciente, por lo que podemos afirmar que 
“el nacimiento del álgebra no es el nacimiento de su simbolismo moderno” 
(Radford, 2012a, p. 677). Este autor argumenta que los matemáticos chinos 
antiguos movilizaron ideas algebraicas para resolver sistemas de ecuaciones 
sin utilizar notaciones. Así mismo, Radford relata que escribas babilonios 
utilizaron diagramas geométricos para pensar algebraicamente. 
Es decir, no es ni necesaria ni una condición suficiente el uso de letras 
en el álgebra para pensar algebraicamente. Como lo sostiene Radford (2012a, 
p. 677), “nuestro moderno simbolismo algebraico nos permite llevar a cabo 
transformaciones de expresiones que pueden ser difíciles o imposibles con 
otras formas de simbolismo”. No obstante, el objetar la idea de que las nota-
ciones son una manifestación del pensamiento algebraico abre posibilidades 
o nuevas vías para la investigación de las formas elementales de pensamiento 
algebraico en estudiantes jóvenes.
Es importante señalar que el surgimiento del simbolismo algebraico fue 
una manera de reflexionar acerca del mundo, una manera que fue pensable 
en el contexto de un mundo en el que máquinas y nuevas formas sociales de 
distribución del trabajo transformaron radicalmente la experiencia humana. 
Al decir de Serfati (1999), la gran ventaja del simbolismo de Bombelli y Viète 
reside en que éste hace posible u´n fuerte automatismo en los cálculos ,´ de 
ahí que el concepto de eficiencia en los cálculos algebraicos tiene razón de 
ser como un concepto cultural. Es decir, se manipulan los símbolos como 
manipular productos manufacturados, en tanto no es necesario saber cuáles 
son los objetos o qué representan, lo que interesa, en este caso, es operar con 
ellos, manipularlos. 
En esta investigación asumimos el pensamiento algebraico como una 
forma particular de reflexionar matemáticamente. Desde nuestras consi-
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deraciones filosóficas podemos aseverar que el pensamiento algebraico, en 
tanto saber, es un conjunto de procesos corporizados de acción y de reflexión 
constituidos histórica y culturalmente. De acuerdo con Radford (2010b), el 
pensamiento algebraico está caracterizado por tres elementos (o vectores) 
estrechamente relacionados:
• El sentido de indeterminancia (objetos básicos como: incógnitas, 
variables y parámetro) aquello como opuesto a la determinancia 
numérica.
• La analiticidad, como forma de trabajar los objetos indeterminados, 
es decir, el reconocimiento del carácter operatorio de los objetos bá-
sicos.
• La designación simbólica o expresión semiótica de sus objetos, esto 
es, como la manera específica de nombrar o referir los objetos.
Radford (2011) plantea que la indeterminación y el carácter analítico 
están ligados en un esquema o regla que permite a los estudiantes tratar 
con cualquier figura de la secuencia, cualquiera que sea su tamaño. Es una 
regla ejemplificada en casos particulares (p. e., 12 más 12, más 1), donde los 
números son tratados no como meros números sino como constituyentes de 
algo más general. Es más, el sentido de la indeterminancia, plantea Radford 
(2010b), refiere a una sensación de indeterminación que es propio de los 
objetos algebraicos básicos como incógnitas, variables y parámetros.20 Esta 
indeterminación hace posible, por ejemplo, la sustitución de un objeto va-
riable o desconocido por otro, sin embargo, señala Radford (2010b), no tiene 
sentido sustituir 3 por 3. 
En este sentido, desde esta caracterización, el pensamiento algebraico 
abre nuevas posibilidades para repensar la forma en que las cantidades in-
determinadas pueden ser significadas por los estudiantes jóvenes. A juicio de 
Radford (2012a), es aquí donde entra en escena la semiótica, en tanto ésta se 
interesa, como lo señala Eco (1988), por la comprensión de la manera en que 
las personas significan (y comunican). Radford (2010b) insiste en que estos 
signos pueden ser letras, pero no necesariamente, pues el uso de letras no 
equivale a hacer álgebra. 
Radford (2010a) reconoce tres formas de pensamiento algebraico o es-
tratos caracterizados por los medios semióticos de objetivación movilizados 
por los sujetos en su actividad reflexiva, incluyendo percepción, movimien-
20. El énfasis es mío.
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tos, gestos, lenguaje natural. Postulamos que la contracción semiótica, como 
proceso de objetivación, se desarrolla cuando se pasa de un estrato a otro. La 
tipología de formas de pensamiento algebraico propuesta por Radford está 
en estrecha conexión con los tres vectores o componentes analíticos que lo 
caracterizan. Estas formas de pensamiento algebraico son las siguientes: 
1. Pensamiento algebraico Factual. Los medios semióticos de objetiva-
ción movilizados son los gestos, los movimientos, el ritmo, la actividad 
perceptual y las palabras. En este estrato de pensamiento la indeter-
minancia no alcanza el nivel de la enunciación, pues se expresa en 
acciones concretas, por ejemplo, a través del trabajo sobre números; 
por lo que podemos afirmar que en este estrato la indeterminancia 
queda implícita. Por ejemplo, el alumno señala con la mirada, con su 
índice, realiza movimientos con un lápiz, dice “aquí”, señala y dice 
“más 2”.
2. Pensamiento algebraico Contextual. Los gestos y las palabras son 
sustituidos por otros medios semióticos de objetivación tales como 
frases “clave”. En este estrato de pensamiento la indeterminancia es 
explícita, se vuelve objeto del discurso. La formulación algebraica es 
una descripción del término general. Por ejemplo, el estudiante dice 
“arriba quito uno” o “dos por la figura más uno”, o “# de la figura + 1 
para la fila de arriba y # de la figura + 2 para la de abajo. Sumar los 
dos para el total”. Esto significa que los estudiantes en este estrato de 
pensamiento tienen que trabajar con formas reducidas de expresión, 
lo cual sugiere pensar en la idea de contracción semiótica, en tanto 
hay evolución de nodos semióticos. 
3. Pensamiento algebraico Simbólico. Las frases “clave” son represen-
tadas por símbolos alfanuméricos del álgebra. Por ejemplo, mediante 
expresiones como: n+(n–1) ó 2n–1. Según Radford (2010a, p. 8), en 
este estrato de pensamiento “hay un cambio drástico en la manera de 
designar los objetos del discurso”, a través de signos alfanuméricos del 
álgebra, lo cual hace pensar en otro estado del proceso de objetivación de 
contracción semiótica.
2.4.5 Sobre la generalización algebraica de patrones. Según 
Radford (1997), generalizar significa observar algo que va más allá de lo que 
realmente se ve. Ontogenéticamente hablando, este acto de percibir se desa-
rrolla a través de un proceso durante el cual el objeto por ser visto emerge 
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progresivamente. La generalización de patrones es considerada como una de 
las formas más importantes de introducir el álgebra en la escuela (Radford, 
2010b), pues, entre otros aspectos, posibilita a los estudiantes acercarse a si-
tuaciones de variación que se erigen como importantes para el desarrollo del 
pensamiento algebraico. Esto sugiere poner atención en los procesos que dan 
lugar a la emergencia del pensamiento algebraico en la escuela. De acuerdo 
con Radford (2008b, 2013b), la generalización algebraica de patrones com-
porta:
1. Capturar o identificar una comunalidad o característica común, notada 
sobre algunos elementos de una secuencia. Esta toma de conciencia de una 
propiedad común se nota a partir de un trabajo en el terreno fenomenológi-
co de observación sobre ciertos términos particulares (por ejemplo, P1, P2, 
P3,..., Pk).
2. La generalización o aplicación de esta comunalidad a todos los tér-
minos de la secuencia que está en consideración, es decir, a los términos 
subsecuentes de la secuencia (Pk+1, Pk+2, Pk+3,...), y
3. La capacidad de usar esa propiedad común a fin de deducir una ex-
presión directa21 que permite calcular el valor de cualquier término de la 
secuencia.
Figura 9. Estructura de la generalización algebraica de secuencias 
figurales presentada en Radford (2013b)
La generalización de la “comunalidad” a todos los términos es la formación 
de lo que, en la terminología aristotélica, se llama un género, es decir, aquello 
en virtud de la cual los términos se mantienen unidos (Radford, 2010b). En 
otras palabras, la generalización algebraica de un modelo se basa en darse 














(C se convierte en H)
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cuenta de una comunalidad local, que luego se generaliza a todos los términos 
de la sucesión y que sirve como una orden para construir expresiones de los 
elementos de la secuencia que siguen estando fuera del campo perceptivo. 
La identificación de la característica común o comunalidad requiere, según 
Radford (2013b), hacer una escogencia entre determinaciones sensibles po-
tenciales. “La generalización de la característica común (que puede ser una o 
varias) corresponde a lo que Peirce llama una abducción, esto es, algo que es 
solamente plausible” (Radford, 2013b, p. 6). 
Plantea este autor (Radford, 2013b, p. 7):
Para que la generalización sea algebraica se requiere […] que la abducción 
que se hace de la característica común sea utilizada de manera analítica.22 
Esto quiere decir que la abducción será utilizada ya no como simple po-
sibilidad, sino como principio asumido para deducir apodícticamente una 
fórmula que proporciona el valor de cualquier término. Como vemos, el 
punto crucial corresponde al papel epistemológico que desempeña la ca-
racterística común, C, extraída durante el trabajo efectuado en el terreno 
fenomenológico. C pasa de entidad plausible a principio asumido, esto es 
hipótesis, H.
De acuerdo con la definición de generalización algebraica de patrones, 
podemos hablar también de generalizaciones Factuales y Contextuales. Un 
generalización de tipo Factual es aquella en la cual hay evidencia de una 
generalización de acciones en la forma de un esquema operacional, esquema 
que permanece ligado al nivel concreto de uso de los símbolos numéricos, a 
términos deícticos, gestos y actividad perceptual (Radford, 2003) como me-
dios semióticos de objetivación. Lo general o lo indeterminado en este estrato 
de generalización quedan sin nombrar. Las generalizaciones Contextuales, 
por su parte, suponen un nivel más avanzado, sin alcanzar el nivel de las 
generalizaciones simbólicas algebraicas; en este caso “se generalizan no sólo 
las acciones numéricas sino también los objetos de las acciones” (Radford, 
2003, p. 65). Estas generalizaciones “van más allá del dominio de las figuras 
específicas o particulares y tratan con objetos genéricos (como la figura) que 
no pueden ser percibidos por nuestros sentidos” (Radford, 2003, p. 65). 
Como lo plantea Radford (2010b), es posible encontrar casos de producciones 
matemáticas en estudiantes que no presentan las características de nuestra definición 
de la generalización algebraica de patrones. Radford sugiere que estos estudiantes 
aún no han entrado en el reino del álgebra, en tanto pueden estar trabajando en el 
22. Énfasis en el original.
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ámbito de la aritmética al intentar generalizar algo. Si bien lo generalizado puede ser 
una comunidad local, observada en algunas figuras, esto podría no garantizar la 
utilización de dicha información para proporcionar una expresión que permita cal-
cular cualquier término de la secuencia. En este sentido, señala Radford (2010b), 
estamos frente a una generalización aritmética.
También es posible identificar algunos esfuerzos por parte de los es-
tudiantes cuando intentan describir una expresión general para calcular 
el número de círculos (cuadrados) correspondiente a cualquier término de 
una secuencia dada. Plantea Radford (2008b) que en este esfuerzo algunos 
estudiantes pueden realizar procesos de abducción que parecen más meras 
adivinanzas, las cuales no conducen a la regla que genera todos los términos 
de la secuencia, pues ninguna de estas adivinanzas es el resultado de la in-
ferencia de la comunalidad acerca de los primeros (tres o cuatro) términos 
de la secuencia. En este caso, dice Radford (2013b), los alumnos producen 
una fórmula (inclusive usando signos alfanuméricos del álgebra) pero tal 
fórmula no es deducida; “de hecho, la abducción concierne la fórmula mis-
ma” (Radford, 2013b, p. 7). Esta regla, obtenida por inducción, lleva consigo 
un procedimiento basado en el razonamiento probable (o plausible), cuya 
conclusión va más allá de lo que está contenido en sus premisas. Éste es un 
tipo de inducción que Radford (2008b) llama inducción ingenua. El adjetivo 
(ingenua) quiere enfatizar la distinción con otros tipos más sofisticados de 
inducción.
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DiSEñO DE La inVEStiGación
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3.1 INTRODUCCIÓN
En este capítulo informamos acerca de la manera como diseñamos nuestra 
investigación. El estudio lo enmarcamos en un enfoque de investigación cua-
litativa, de tipo descriptivo e interpretativo (Ernest, 1991). La investigación 
en este enfoque construye una rica descripción del fenómeno o problema 
didáctico bajo estudio, en este caso, la emergencia de formas de pensamiento 
algebraico temprano en alumnos jóvenes (9-10 años). Es decir, estamos inte-
resados en el significado y la interpretación que hacen nuestros estudiantes 
cuando abordan las tareas sobre generalización de patrones que proponemos, 
al mismo tiempo que hacemos énfasis sobre la importancia del contexto y los 
procesos que desarrollan. 
La opción de abordar en esta investigación secuencias figurales y nu-
méricas lineales reside fundamentalmente en que estos tipos de secuencias 
representan situaciones propicias para la emergencia de formas de pensa-
miento algebraico (Radford, 2010a, 2010b, 2010c, 2012a). Esta razón es 
también apoyada por las sugerencias investigativas que plantea el profesor 
Luis Radford, expuestas en el Capítulo 1.
Desde la perspectiva de Goetz & Lecompte (1988) capitalizamos el proce-
so de fiabilidad, al mejorar el proceso investigativo proporcionando informa-
ción suficiente en relación con: tareas sobre generalización de patrones en las 
que se desarrolla la experiencia; la selección de la población (estudiantes de 
4° y 5° de primaria de un colegio privado de Bogotá, Colombia); los métodos 
de recolección de datos y el análisis de los mismos; la posibilidad de revisión 
del trabajo por otros investigadores. 
La validez, por su parte, se fortalece al realizar una permanente compa-
ración de los datos y una descripción lo más profunda y detallada posible del 
análisis realizado. De acuerdo con Soneira (2006), es necesario hacer máxi-
ma la explicación y comprensión de un fenómeno con el mínimo de conceptos 
y formulaciones. Esta idea o criterio de parsimonia (Soneira, 2006, p. 157) 
es fundamental en el proceso de comparación de los datos a través de simili-
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tudes y diferencias, por ejemplo, con los estratos de pensamiento algebraico 
Factual y Contextual. 
Dado que en nuestra aproximación vygotskiana asumimos la tesis se-
gún la cual el pensamiento se puede desarrollar en la Zona de Desarrollo 
Próximo (ZDP) a través de la interacción verbal de maestros y alumnos y de 
los alumnos entre sí, planteamos como recurso didáctico una serie de tareas 
las cuales ponen unas condiciones con el propósito de que ocurra cierto fe-
nómeno. Para el caso de esta investigación, que los estudiantes nombren o 
nominen la indeterminación o, más generalmente, movilicen otras formas de 
pensamiento relacionadas con la generalización de patrones. Esta dimensión 
corresponde a la relación Φ dentro de la estructura del Particular hegeliano 
que adoptamos en nuestro marco teórico. Por eso entendemos que la teleolo-
gía del significado no sólo reposa en las tareas diseñadas sino también en la 
actividad tal cual como se desarrolla (evento) y en la organización didáctica 
de esa actividad. Esta dimensión corresponde a la relación Θ en la estructura 
del Particular. Por supuesto, indagar por la manera como los estudiantes 
modifican sus formas de pensamiento algebraico, debe considerar las dos 
relaciones Φ y Θ dentro de la estructura del Particular hegeliano.
A continuación presentamos, en la primera sección, una descripción de 
la población, la naturaleza de las sesiones de trabajo y el proceso llevado a 
cabo de recolección de la información. En la segunda sección de este capí-
tulo damos cuenta del diseño y justificación teórica de las tareas propuestas 
e implementadas. En la última parte de este capítulo informamos sobre la 
constitución de los datos y la descripción del análisis de los mismos. Visibili-
zamos el proceso de codificación abierta desde los planteamientos de Glaser 
& Strauss (1967) y Soneira (2006), precedido por el criterio de foco teórico al 
tener en consideración de manera permanente nuestra pregunta y objetivo de 
investigación. 
3.2 POBLACIÓN, NATURALEZA DE LAS SESIONES DE TRABAJO 
Y PROCESO DE RECOLECCIÓN DE LA INFORMACIÓN 
El trabajo de campo lo realizamos, inicialmente, con un grupo de 15 estu-
diantes de 4° y 5° de primaria (9-10 años) de un colegio público de la ciudad 
de Bogotá (Colombia), durante 13 sesiones de 2 horas cada una aproxima-
damente, entre los meses de abril y septiembre de 2012. Algunas de estas 
sesiones fueron combinadas con entrevistas focalizadas que, en general, 
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permitieron conocer más de cerca la intimidad de las maneras de proceder 
de los niños y las niñas en las tareas y las justificaciones que esgrimían. El 
grupo finalmente se redujo a 13, pues 2 estudiantes desistieron de participar 
al cabo de la tercera sesión de trabajo. 
Las sesiones fueron dirigidas por una profesora del colegio (institución 
en donde tomamos los datos de investigación), mientras que el autor del pre-
sente estudio estuvo en la grabación en video de las sesiones de trabajo con 
los estudiantes.23 Dichas sesiones estuvieron precedidas por encuentros per-
manentes con la profesora en los cuales analizábamos y discutíamos no sólo 
la estructura y pertinencia de las tareas sino también la posible actuación de 
ella en las sesiones de trabajo con los estudiantes. 
Las sesiones de trabajo se llevaron a cabo los días miércoles y viernes, 
inicialmente, y luego sólo los miércoles. Los alumnos asistían a la biblioteca 
del colegio en las horas de la mañana y una vez terminaban las sesiones re-
gresaban a sus clases regulares. En términos generales, los estudiantes, en 
sus propios términos, esperaban “aprender cosas nuevas de matemáticas”, 
aspecto que se vio reflejado, al menos, en la percepción por parte de ellos de 
unas clases diferentes de las recibidas en el colegio (en sus clases regulares). 
Es necesario reconocer la disposición positiva de los estudiantes durante 
todas las sesiones de trabajo, aun cuando se presentó en las tres primeras 
sesiones cierta timidez por parte de algunos alumnos cuando intentaban 
participar en el trabajo de socialización al interior de los pequeños grupos 
que se conformaban, los cuales no siempre fueron integrados con los mismos 
estudiantes. 
Teniendo como sustento los desarrollos de la teoría cultural de la objeti-
vación, nos proponíamos desarrollar las sesiones de trabajo con los estudian-
tes siguiendo la estructura del Particular de Hegel. Desde luego con el diseño 
de las tareas expuesto en la sección anterior seguíamos la relación Φ.
La relación Θ, por su parte, refiere a la actividad planeada y la que pro-
piamente se desarrolla (evento). En este sentido, las sesiones, en general, 
constaban de un trabajo individual, luego una discusión entre pequeños 
grupos y finalmente, en la medida de lo posible, una discusión general con 
23. La profesora es magíster en docencia de la matemática y su tesis de maestría asumió 
como marco teórico la teoría cultural de la objetivación. De esta manera ella estuvo 
familiarizada con algunas herramientas analíticas de la teoría, lo cual le posibilitaba capi-
talizar los momentos cuando intervenía en los pequeños grupos, es decir, contaba con 
elementos teóricos para plantear sus preguntas e indagar por los medios semióticos de 
objetivación que movilizaba los estudiantes cuando abordaban las tareas.
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el grupo completo. El primer estado de Θ constaba de una presentación de 
la actividad por parte de la profesora (Radford, 2013a); posteriormente los 
estudiantes eran invitados a trabajar en los pequeños grupos conformados de 
dos o tres por grupo.
Posteriormente, la profesora visitaba los grupos en la idea de solicitar a 
algunos integrantes exponer las propuestas de solución de las tareas y comu-
nicar a otro compañero o compañera esta solución, además de cuestionar y 
hacer las retroalimentaciones necesarias. Nos interesaba el intercambio de 
ideas (Radford & Demers, 2004) y propuestas de solución y la discusión entre 
los integrantes de los grupos. Coincidimos con Bajtín (1929/1992) cuando 
señala que el sujeto social se forma discursivamente, en el proceso comunica-
tivo de yo con el otro, es decir que el discurso propio se construye en relación 
con el discurso ajeno, en el proceso de una íntima y constante interacción; el 
sujeto se desarrolla en tanto las actuaciones del otro, del discurso del otro.
Estamos convencidos de que la objetivación del saber presupone el en-
cuentro con un objeto cuya apariencia en nuestra conciencia sólo es posible 
a través de contrastes. Nuestro conocimiento y comprensión de un objeto de 
saber sólo es posible mediante el encuentro con la comprensión que otros 
individuos tienen de este objeto de saber (Bajtín, 1979/2009; Vygotski, 
1931/2000), pues consideramos que en la vía hacia el saber, la relación suje-
to-objeto está mediatizada no sólo por los artefactos, sino por la presencia del 
otro en una especie de relación de alteridad bajtiniana.
Este tipo de relación bajtiniana nos parece importante en tanto quería-
mos reconocer la idea teórica de ser a través de los otros (Bajtín, 1979/2009), 
y en tal sentido propiciar los espacios para que los estudiantes interactuaran 
entre ellos, con la profesora y con el investigador. La idea de alteridad lleva a 
ver la interacción social no como un mero juego de negociación de significa-
dos, sino como un elemento constitutivo del saber cultural del que se apropia 
el alumno.
Justamente el proceso de subjetivación (Rancière, 1999; Roth & Radford, 
2011) lo entendemos bajo la idea de “desarrollo de un sujeto-en-actividad” 
(Roth & Radford, 2011, p. 135). En un cierto momento, la profesora podía 
invitar a los estudiantes a una discusión general donde los grupos podían 
presentar sus ideas y otros grupos podían desafiarlos o proponer una gene-
ralización. 
La recolección de la información estuvo precedida por el diseño previo de 
tareas acerca de generalización de patrones. Este acopio se realizó en cuatro 
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fases, y siguió las orientaciones de Miranda, Radford & Guzmán (2007). Éstas 
fueron: 
Fase 1: Grabación en video de todas las actividades de clase. Esta graba-
ción se realizó con una cámara que capturó, en algunos momentos, la sesión 
de clase completa, y en otros, discusiones focalizadas de algunos grupos en el 
aula de clase en el momento de resolver las tareas. 
Fase 2: Obtención de las hojas de trabajo de cada estudiante. Si la ac-
tividad no terminaba en una sesión, las hojas de trabajo se recogían y se 
entregaban nuevamente en la siguiente sesión. 
Fase 3: Transcripción de todos los videos correspondientes a las sesiones 
de trabajo. 
Fase 4: Análisis de videos y de las hojas de trabajo en los cuales había 
evidencia de los procesos de resolución de las tareas sobre generalización de 
patrones. 
A partir de estas cuatro fases y de sus respectivos análisis, y especial-
mente con base en las tareas propuestas sobre generalización de patrones en 
los cuatro contextos: secuencias figurales apoyadas por representación tabu-
lar, secuencias numéricas apoyadas por representación tabular, secuencias 
puramente numéricas y secuencias puramente figurales, en las entrevistas 
focalizadas (grabadas también en video), profundizamos en el pensamiento 
matemático de los estudiantes, el tipo de respuestas que daban, sus justifica-
ciones, a partir de algunas entrevistas focalizadas. 
Queríamos inquirir aspectos que iban emergiendo en el proceso, tales 
como respuestas no muy claras que los estudiantes daban, así como las 
interacciones en pequeños grupos en los cuales solicitábamos que algún 
estudiante explicara a otro su proceso de solución. También nos interesaba 
concentrar la entrevista en ciertos aspectos temáticos claves, como por ejem-
plo la manera como identificaban la comunalidad o característica común, el 
tipo de gestos que movilizaban y detectar, quizás, la movilización de varios 
recursos semióticos sincronizadamente, es decir, identificar la presencia de 
nodos semióticos. 
En fin, no estábamos interesados en valorar respuestas correctas o in-
correctas, sino en estudiar los procesos que desarrollaban los estudiantes 
(Goldin, 2000), en los cuales se podía identificar cierta evolución de medios 
semióticos de objetivación y cómo unos sustituían a los anteriores, al mismo 
tiempo que los estudiantes lograban concentrar los significados. Este proceso 
de objetivación llamado contracción semiótica (Radford, 2008b) nos infor-
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maba acerca de la toma de conciencia progresiva por parte de los estudiantes 
en una especie de reorganización psíquica de sus conciencias. 
Las tareas planteadas estuvieron sujetas a un “control experimental” 
(Goldin, 2000), en las cuales, fue necesario considerar variables como, por 
ejemplo, el contenido matemático y la estructura, la complejidad y la estruc-
tura lingüística y semántica. Estamos de acuerdo con Goldin (1998, p. 53) 
cuando precisa que “un objetivo importante es obtener e identificar los pro-
cesos que los niños utilicen de forma espontánea”. En otras palabras no nos 
interesaba indagar sólo el comportamiento sino las razones que motivaban 
a los niños y niñas a actuar de cierta manera en algún momento. Aún más, 
éramos conscientes de que estábamos actuando en un contexto social, psico-
lógico y cultural. Goldin (1998, p. 58) argumenta que “el contexto influencia 
y permite contrastes en las interacciones que ocurren durante la entrevista y 
pone limitaciones en las posibles inferencias”. 
Por ejemplo, la redacción del Problema del Mensaje (Tarea 4) para ser 
presentado a los estudiantes, se convirtió en un ejercicio difícil, pues nos 
interesaba que tal estructura lingüística no introdujera elementos de disper-
sión y/o confusión, y que más bien los estudiantes al leerlo concentraran su 
atención en la exigencia de esta tarea y en las condiciones que establecía, de 
tal suerte que en el ejercicio de escritura del mensaje por parte de ellos a una 
profesora (la profesora Estella), lograran explicar con todos los detalles la 
manera de calcular el número de círculos. 
Los encuentros permanentes con la profesora, quien dirigía las sesiones, 
tuvieron como insumos estos aspectos mencionados y fueron capitalizados 
en las entrevistas focalizadas. La entrevista, como lo señala Goldin (2000, p. 
520): 
Hace posible poner el foco de interés de la investigación más directamente 
en los procesos del sujeto al enfrentar la tarea matemática, más que sólo 
en los patrones de las respuestas correctas o incorrectas que ellos produ-
cen, por lo tanto hay la posibilidad de ahondar en una variedad de tópicos 
importantes con más profundidad de la que es posible por otros medios 
experimentales.
Estas entrevistas basadas en tareas contribuyeron a corroborar hipóte-
sis, por ejemplo, inquietudes asociadas con la manera como los estudiantes 
identificaban el patrón, formas como iban reduciendo los recursos semióticos 
que movilizaban, significados que elaboraban, instrumentos semióticos que 
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usaban, entre otras cuestiones. Este tipo de entrevista aportó su grano de 
arena en la identificación de elementos, indicios o descriptores relacionados 
con formas de pensamiento algebraico temprano en los estudiantes. 
Nuestro interés estuvo centrado en el desarrollo conceptual (desarrollo 
de pensamiento algebraico), por ello el diseño de las tareas intentaba pro-
ducir un desarrollo en los estudiantes. Este desarrollo lo asumimos como 
un proceso social de aproximación de significados subjetivos o personales 
a los significados histórico-culturales plasmados en la semiótica algebraica 
(Miranda, Radford & Guzmán, 2007), esto es, un proceso de objetivación.
3. 3 CONSTITUCIÓN DE LOS DATOS Y 
DESCRIPCIÓN DEL ANÁLISIS 
En relación con la constitución de nuestros datos de investigación seguimos 
un abordaje metodológico de acuerdo con los planteamientos de Glaser (1978, 
2002), Glaser & Strauss (1967) y Soneira (2006). El primer conjunto de datos 
está constituido por las transcripciones de todos los videos correspondientes 
a las 13 sesiones (14 transcripciones), las hojas de trabajo de cada uno de los 
estudiantes, algunas entrevistas focalizadas (que realizamos al interior de 
algunas sesiones de trabajo) y notas de campo del investigador. En relación 
con el número de hojas de trabajo, en este primer conjunto de datos, estable-
cimos: 15 para cada una de las tres primeras tareas (para un subtotal de 45), 
12 hojas de trabajo en relación con la Tarea 4, 13 hojas de trabajo tanto para la 
Tarea 5 como para la 6 (es decir, 26 hojas de trabajo) y 11 desarrolladas acerca 
de la Tarea 7, para un total de 94 hojas de trabajo durante las 13 sesiones 
llevadas a cabo. 
El proceso de reducción y análisis de datos estuvo gobernado permanen-
temente por un criterio fundamental, el del foco teórico. Según este criterio, 
tuvimos siempre en consideración no sólo nuestra pregunta y objetivo de in-
vestigación, sino también los principios y conceptos de la teoría cultural de la 
objetivación, los cuales nos permitían discernir y avanzar en el desarrollo de 
la habilidad de dar sentido a los datos. En este proceso de sensibilidad teórica 
(Glaser, 1978) fue fundamental la capacidad de comprender y de separar lo 
pertinente de lo que no era.
Considerando permanentemente nuestro foco teórico, procedimos 
a hacer una segmentación temática. De esta manera, marcamos con color 
verde, en los diálogos (transcripciones de los videos), sentencias, frases, ex-
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presiones, en fin, indicios que nos mostraban elementos o aspectos asociados 
con el pensamiento algebraico Factual. Marcamos con color café todo aquello 
que nos arrojaba información acerca del pensamiento algebraico Contextual 
y con color morado información que nos evidenciaba una indeterminancia 
analítica o algebraica, lo cual lleva consigo una designación simbólica o ex-
presión semiótica. 
Esta especie de codificación inicial o abierta (Glaser & Strauss, 1967; So-
neira, 2006) fue apoyada con las producciones de los alumnos en las hojas de 
trabajo. En un proceso de saturación teórica (Glaser & Strauss, 1967; Soneira, 
2006), revisamos exhaustivamente las producciones de los estudiantes, desa-
rrolladas en estas hojas de trabajo correspondientes a cada tarea propuesta. 
Coincidimos con Soneira (2006, p. 156) cuando sostiene que:
El investigador selecciona casos a estudiar según su potencial para ayudar 
a refinar o expandir los conceptos o teorías ya desarrollados. La “saturación 
teórica” significa que agregar nuevos casos no representará hallar informa-
ción adicional por medio de la cual el investigador pueda desarrollar nuevas 
propiedades de las categorías.
Sin embargo, es necesario aclarar que a nuestro juicio la saturación teóri-
ca no tiene una interpretación objetiva, ni es calculable, ni medible. Conside-
ramos que llega un momento en el cual hay que tomarse una responsabilidad 
personal como investigador y decidir que ya es suficiente. Soneira (2006, p. 
157) precisa que “codificar supone siempre un corte o fractura de los datos”24, 
lo cual sugiere un esfuerzo en leer y releer los datos para descubrir relaciones. 
El proceso nos llevó a seleccionar, como señalamos anteriormente, las hojas 
de trabajo, correspondientes a cada una de las tareas, que nos arrojaban infor-
mación sobre las formas de pensamiento algebraico Factual y/o Contextual, 
vinculadas a los tres vectores o elementos que caracterizan el pensamiento 
algebraico. Es decir, nos interesaba información acerca de la indeterminancia, 
la analiticidad y la expresión semiótica que nos complementara o substancia-
ra la información obtenida de nuestra codificación abierta en relación con lo 
Factual y/o Contextual llevada a cabo sobre las transcripciones de los videos. 
En relación con el número de hojas de trabajo seleccionadas del total en 
cada una de las tareas establecimos lo siguiente: para la Tarea 1 selecciona-
mos 9 de 15 hojas de trabajo; 8 de 15 hojas de trabajo acerca de la Tarea 2; 6 de 
15 hojas de trabajo con respecto a la Tarea 3; 6 de 12 en relación con la Tarea 
24. Cursivas en el original.
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4; en relación con la Tarea 5 seleccionamos 6 hojas de trabajo de 13; 8 hojas de 
trabajo de un total de 13 para la Tarea 6 y 3 hojas de trabajo de 11 con respecto 
a la Tarea 7. En total obtuvimos 46 hojas de trabajo seleccionadas que nos 
permitieron complementar la información proveniente de las segmentaciones 
temáticas. Algunas producciones correspondientes a preguntas o solicitudes 
que hacíamos en las tareas propuestas (hojas de trabajo) ya eran redundantes 
o no fueron pertinentes o no nos eran de utilidad. 
En conclusión, los datos finales de la investigación (aun cuando vale 
la pena insistir que, a partir de los planteamientos de Glaser (1978, 2002), 
Glaser & Strauss (1967) y Soneira (2006), la información se convierte en dato 
cuando damos sentido a ésta a través de los principios y conceptos de la teoría 
cultural de la objetivación) tienen dos dimensiones. Por un lado tenemos los 
extractos de diálogos de las transcripciones de los videos que segmentamos 
temáticamente y que permitieron identificar instanciaciones del pensamiento 
algebraico Factual/Contextual con sus respectivos vectores (sentido de la inde-
terminancia, analiticidad y expresión semiótica). Establecimos 100 extractos 
de diálogos (verde para instanciaciones del pensamiento algebraico Factual, 
café para indicios o instanciaciones del pensamiento algebraico Contextual 
y morado para instanciaciones de la indeterminancia algebraica o analítica). 
La otra dimensión del dato tiene que ver con las producciones en las hojas de 
trabajo seleccionadas (46), descritas anteriormente y que permitieron saturar 
cada una de las categorías. Estos datos fueron objeto de profundización analí-
tica con miras a responder nuestra pregunta de investigación.
 A manera de ejemplo presentamos, en la Figura 22, un extracto de diálo-
go de la transcripción del video que ilustra parte del proceso de codificación 
abierta. De este diálogo correspondiente a la Sesión número 4 del 2 de mayo 
de 2012, identificamos algunos elementos asociados con el pensamiento alge-
braico Factual. Por su parte, en la Figura 23, también a manera de ilustración, 
presentamos un extracto de diálogo de la transcripción del video correspon-
diente a la Sesión número 11 del 18 de mayo de 2012. En este ejemplo pode-
mos apreciar segmentos en color gris oscuro y en color gris claro de frases 
que nos estaban dando indicios, respectivamente, de instanciaciones sobre 
el pensamiento algebraico Contextual y de un sentido de la indeterminancia 
tratada analíticamente, asociada a este estrato de pensamiento.
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Profesor Johanna: Pero mira si tú pones 34 círculos abajo y 33 arriba ¿cuántos cír-
culos tiene Esneider?
Estudiantes en coro: 67! 
Profesora Johanna: Listo, entonces es lo que yo te quiero decir pero es que mira que 
estamos averiguando la figura que tiene 81 círculos.
Esneider: Por eso, dividiendo el (….) 67.
Profesora: ¿Qué es lo que divides?, ¿el 67?, ¿lo divides?. Y ¿cuánto te da?
Esneider: (…) Umm no.
Profesora Johanna: ¿Quién le explica a Esneider?, Luis ya explicó. Entonces ahora 
quiero que explique otro tú, ¿sí?, explícale a Esneider, mira la solución que tienen 
ellos [dirigiéndose a Esneider].
Estudiante: Usted tiene que restarle al 81 tres, el resultado lo tienes que dividir por 2.
Profesora Johanna: Pero explícale a Esneider ¿por qué tienes que restarle 3?
Estudiante: Porque la secuencia lo dice, porque por ejemplo aquí, 2 y le 
sumamos 2, esta es la figura 2 entonces se colocan dos círculos más, 
más dos, me darían 4 y al cuatro le resto 1 y le pongo 3 arriba.
Figura 10. Parte de un ejemplo de codificación abierta que evidencia 
elementos de pensamiento algebraico Factual
Profesor Rodolfo: ¿Y por ejemplo, como sería la figura 5?
Laura Sofía: Sería 5 abajo [hace una línea imaginaria con el lápiz debajo de la 
hilera inferior de la cuarta figura] y 6 arriba [hace lo mismo, solo que esta vez 
en la hilera superior de la misma figura]. 
Profesor Rodolfo: [Señala la hilera inferior de la figura 4] Pero tú dices aquí 
4, para ti esta es la figura 4 ¿no? [Señalando la última figura, y ella asiente], 4 
arriba [señala la hilera de arriba], 4 abajo [señala la hilera de abajo] y ¿dijiste 
1? [Señalando el ultimo rectángulo de la hilera de arriba]. ¿Entonces con la 
figura 5 procedes de la misma manera? ¿o cómo es?
Laura Sofía: 5 abajo y 5 arriba [mientras señala las hileras] más 1.
Profesor Rodolfo: ¿Y la figura 6?
Laura Sofía: 6 abajo y 6 arriba, más 1.
Profesor Rodolfo: ¿Cómo será, por ejemplo, Jenny, en la figura 15?
Jenny: 15 abajo y 15 arriba [sube la mano ligeramente] y le sumamos 1, 
serían 15 abajo y 16 arriba.
Profesor Rodolfo: Ahora, el quinto punto ¿cómo lo resolviste tú Laura Sofía? 
Ábrelo para que lo vean.
Laura Sofía: [Laura lee de su guía] Profe Estella, coges el número que está 
en la tarjeta y lo sumas por el mismo más 1.
Jenny: Profe, yo tenía una pregunta. Era que si era de esta secuencia [señala la 
secuencia de la guía de trabajo] o de la anterior que trabajamos.
Figura 11. Parte de un ejemplo de codificación abierta que evidencia 
elementos de pensamiento algebraico Contextual y un sentido algebraico 
de la indeterminancia
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Por ejemplo, en el caso de la expresión marcada con color morado mos-
trada en la Figura 23 “Profe Estella, coges el número que está en la tarjeta 
y lo sumas por el mismo más 1”, nos interesaba complementarla con la pro-
ducción en la hoja de trabajo de la estudiante y substanciar la categoría con 
el ánimo de saturarla, es decir, al encontrar información similar estábamos 
ante la presencia de un dato redundante. Este proceso de identificar más pro-
piedades de la categoría (pensamiento algebraico Factual y/o Contextual con 
sus tres vectores o elementos) a través de producciones de los estudiantes, 
desde luego nos implicaba reunir nueva información, después de la codifica-
ción abierta, analizada a la luz de los conceptos de la teoría de la objetivación. 
Aún más, en el curso del trabajo con las tareas, la saturación teórica nos 
daba luces para no seguir reportando datos que fueran redundantes. Por 
ejemplo, había datos que nos informaban sobre la indeterminancia y la anali-
ticidad en tareas como la 5 (Secuencia puramente numérica) y la 6 (Secuencia 
puramente figural), que decidimos no incluirlos pues en las anteriores tareas 
ya habíamos puesto suficiente evidencia de la presencia de estos vectores. Nos 
concentramos, pues, en estas tareas para indagar por los medios semióticos 
de objetivación que movilizaban los estudiantes, qué objetivaban y la manera 
como lo hacían cuando abordaban secuencias en ausencia del recurso tabular.
Compartimos la máxima de Glaser quien afirma que “los datos son 
siempre buenos hasta donde llegan, y siempre hay más datos para seguir 
corrigiendo las categorías con propiedades más relevantes” (Glaser, 2002, p. 
1). Hacemos hincapié en que teníamos la necesidad de tomar decisiones y 
detener la substanciación de las categorías. En este sentido, nuestro proceso 
de reducción y análisis de datos, a partir de todas las transcripciones de los 
videos, hojas de trabajo de los estudiantes, notas de campo y entrevistas 
focalizadas, nos aseguró que las expresiones, frases y explicaciones de los 
estudiantes en los que nos basamos para el análisis, son representativos del 
fenómeno del que queremos dar cuenta en esta investigación, en este caso, de 
la emergencia de formas de pensamiento algebraico temprano en alumnos de 
9 y 10 años, como consecuencia del diseño de tareas y de la actividad propia-
mente como se desarrolla.
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c a p í t u L O  4
anáLiSiS muLtimODaL
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4.1 INTRODUCCIÓN
En este capítulo presentamos el análisis realizado teniendo en cuenta la 
naturaleza de la investigación y la pregunta que nos formulamos en el Capí-
tulo 1. Nos concentramos en las producciones de los estudiantes tanto en las 
hojas de trabajo seleccionadas como en las segmentaciones temáticas de las 
transcripciones de los videos. De esta manera, y teniendo en cuenta que la 
investigación aquí presentada se encuentra enmarcada en la perspectiva de 
la teoría cultural de la objetivación propuesta por Radford (2006b, 2013a), se 
realizó un análisis basado en una concepción multimodal del pensamiento 
humano (Radford, Demers, Guzmán & Cerulli, 2003; Radford, Edwards & 
Arzarello, 2009; Arzarello, 2006).
4.2 SOBRE LA CONCEPCIÓN MULTIMODAL DEL 
PENSAMIENTO HUMANO EN ESTA INVESTIGACIÓN
Decimos, siguiendo a Radford, Edwards & Arzarello (2009), que es impor-
tante la inclusión del cuerpo en el acto de conocer, por lo que es clave en este 
análisis la consideración de los recursos cognitivos, físicos y perceptuales 
que los estudiantes utilizan cuando trabajan con ideas matemáticas. Según 
Arzarello (2006), dicho análisis debe tener en cuenta la relación de los dife-
rentes recursos semióticos movilizados durante la actividad (lenguaje escrito, 
lenguaje hablado, gestos, acciones, etc.). 
Asumimos que el discurso de los estudiantes en el desarrollo de las sesio-
nes es una práctica social en el sentido otorgado por Fairclough (1995, citado 
por Miranda, 2009). En concordancia con lo propuesto por Arzarello (2006), 
coincidimos con Fairclough cuando señala que el análisis debe tomar en 
cuenta la relación de los diferentes textos producidos en la actividad, que para 
el caso de nuestra investigación hemos considerado el texto escrito, el texto 
hablado y el texto gestual, desde luego con sus procesos de interpretación y 
producción, así como con su contexto social.
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En otras palabras, somos conscientes de que ni lo escrito, ni lo hablado, ni 
lo gestuado por los estudiantes es analizado de manera aislada, por el contra-
rio, estas formas de expresión y producción de significados fueron estudiados 
como el producto final de procesos de interacción social. Estos procesos se 
encuentran permeados por el objeto de la actividad y por la cultura a la que 
pertenecen los estudiantes.
Los recursos que movilizan los estudiantes “incluyen [también] comu-
nicaciones simbólicas escritas y orales así como dibujos, la manipulación de 
artefactos físicos y electrónicos (calculadoras) y diversos tipos de movimiento 
corporal” (Radford, Edwards & Arzarello, 2009, pp. 91-92). Queremos una 
vez más insistir en que no estamos considerando los artefactos como meros 
auxiliares en el acto de conocer. El conocimiento llega a ser conocimiento-con 
artefactos, como opuesto a conocer vía estos artefactos. Como lo plantea 
Radford (2012b, p. 285), estos artefactos “se imbrican en la manera en que 
pensamos y llegamos a conocer”. Por eso, como lo sugiere este mismo autor, 
el estatus epistémico de los artefactos significa que “como cambian los arte-
factos, así también lo hacen nuestros modos de conocer” (Radford, 2012b, p. 
285).
Husserl (1931), Gehlen (1988), Merleau-Ponty (1945), citados en Radford, 
Edwards & Arzarello (2009, p. 92), a pesar de las diferencias en sus respecti-
vas perspectivas, coinciden en un punto:
El saber es mucho más que el resultado de mecanismos deductivos abs-
tractos formales. Es crucial para la producción de saber la experiencia de 
la persona en el acto de conocer y el hecho de que esta experiencia está 
mediada por el propio cuerpo. 
Nemirovsky & Borba (2003) lo plantean de la siguiente manera:
[…] Understanding and thinking are perceptuo-motor activities; furthermo-
re, these activities are bodily distributed across different areas of percep-
tion and motor action based on how we have learned and used the subject 
itself. [As a consequence] the understanding of a mathematical concept, 
rather than having a definitional essence, spans diverse perceptuo-motor 
activities, which become more or less active depending on the context. 
En síntesis, la naturaleza multimodal de la cognición humana significa 
que en nuestros actos de conocimiento, diferentes modalidades sensoriales, 
tales como lo táctil, lo perceptual, lo kinestésico, etc., llegan a ser partes 
integrales de nuestros procesos cognitivos.
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4.3 ANÁLISIS MULTIMODAL DE LAS 
PRODUCCIONES DE LOS ESTUDIANTES
Con base en el análisis de la fase de pilotaje e influenciados posteriormente por 
los desarrollos teóricos logrados, planteamos las siguientes tareas: secuencia 
figural con apoyo tabular (Tareas 1 y 2), secuencia numérica con apoyo tabular 
(Tarea 3), el Problema del Mensaje (Tarea 4), secuencia puramente numérica 
(Tarea 5), secuencia puramente figural (Tarea 6) y el Problema del Mensaje 
al revés (Tarea 7). El análisis multisemiótico1 lo organizamos en función de 
estas tareas, a partir de las cuales rastreamos la actividad matemática de los 
estudiantes a través de sus producciones orales, escritas y gestuales, que se 
constituyeron en nuestro foco de atención. 
Permanentemente seguimos la estructura de la terna de Hegel (General, 
Particular, Singular), pues consideramos que las formas codificadas (el saber 
o General en la terminología de Hegel) se presentarían a nuestros estudiantes 
como mera potencialidad, y, a través de la actualización, ellas adquirían un 
contenido conceptual actualizado o instanciado, es decir, un conocimiento. 
Sin embargo, también tenemos claro que este contenido conceptual no es algo 
que no sea mediado. En consecuencia, para adquirir actualidad, para que sea 
real, para que se manifieste en el mundo concreto, el contenido conceptual 
sólo puede aparecer a través de la actividad (el Particular en la terminología 
hegeliana). 
Es necesario anotar, para efectos de claridad en los diálogos (transcrip-
ciones de los videos) presentados, que las participaciones de los estudiantes 
fueron caracterizadas por líneas (e.g., L1, L2,…), cada una de las cuales indica 
la ocasión en la que un solo estudiante habló. Si un grupo de estudiantes res-
ponde en coro, escribiremos “Estudiantes en coro”. El número de línea vuelve 
a comenzar cuando cambiamos de tarea. En cada línea se escribió, en letra 
tipo cursiva y entre corchetes ([…]), si lo dicho por el estudiante fue acompa-
ñado de algún gesto o de algún símbolo escrito. Algunas palabras aclaratorias 
que sirven para dar coherencia a las elocuciones de cada participante fueron 
también escritas en ese tipo de letra y entre esos signos parentéticos. Los 
puntos suspensivos (…) son utilizados para indicar breves pausas hechas por 
1. Queremos hacer hincapié en la naturaleza multimodal del pensamiento humano. Esta 
multimodalidad tiene razón de ser en tanto tengamos un espectro de recursos semió-
ticos que se movilizan sincronizadamente o no. Es decir, lo multisemiótico refiere a la 
diversidad de recursos semióticos que se activan o movilizan en la actividad matemática 
y desde luego está en estrecha conexión con el pensamiento multimodal.
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parte de los estudiantes y de la profesora durante sus participaciones. Estos 
diálogos están acompañados, en la medida de lo posible, de las producciones 
en las hojas de trabajo en donde planteamos las tareas y de imágenes que 
reconstruyen algunos episodios de los videos y que muestran la movilización 
de medios semióticos de objetivación en la actividad matemática de los estu-
diantes. 
4.3.1 Tarea 1: Secuencia figural apoyada por representación 
tabular (1). Esta tarea, tal y como fue justificada en el diseño de la investi-
gación, pretendía junto con la actividad desplegada, además de familiarizar 
a los estudiantes con este tipo de secuencias, instaurar una forma de trabajo 
en pequeños grupos para que interactuaran y comunicaran sus propuestas 
de solución. A partir de los requerimientos o ítems 1 y 2, queríamos indagar 
las maneras como podían identificar el patrón en la secuencia, cuyo término 
general corresponde a 2n - 1 con n = 1,2,3, ...
Fig 1            2                         3                                 4
Figura 12. Secuencia figural apoyada por representación tabular (1) 
presentada en la Tarea 1
Desde nuestra estructura del Particular hegeliano, la profesora Johanna 
introdujo las secuencias. Ella dibujó en el tablero la secuencia de la Figura 24 
y comenzó el siguiente diálogo:
L1. Profesora Johanna: [Mirando al tablero] En el tablero yo he hecho 
unos dibujos [señala con la palma de la mano las figuras en el tablero y 
dirige su mirada a los niños], yo quiero que ustedes miren muy bien esos 
dibujos y que me digan [dirigiendo su mirada al tablero] ¿qué características 
encuentran ahí? o ¿qué cosas ven ahí? Entonces muy bien, entonces vamos 
por allá (…) José [señala a José] que está levantando la mano.
L2. José: [Mirando el tablero] En el 1 [levanta un dedo indicando “1”] 
hay una bola [dibuja la bola con el dedo] y en el dos [levanta dedos índice y 
corazón] hay tres [baja los dedos anteriores y levanta los otros tres dedos], 
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porque de pa’ allá hay dos y de pa’ arriba también [levanta las cejas, como 
buscando aprobación de la profesora]. 
L3. Profesora Johanna: Ok, entonces miren lo que dice José: que en el 
uno hay una bola; no las vamos a llamar bolas sino círculos, ¿vale?, que en el 
1 [señala la figura 1] hay una bola y en el 2 [señala la figura 2] hay 3, ¿listo?... 
eh, ahora, [señala a Santiago] ¿me recuerdas tu nombre (…)?
L4. Santiago: Santiago.
L5. Profesora Johanna: ¡Santiago!, listo Santiago.
L6. Santiago: eh (…), es que parece, en el 2 [señala las figuras con todos 
los dedos de la mano derecha] hay dos bolas abajo y parece que se le montara 
[levanta un poco la mano y luego la baja rápidamente, simulando estar 
montando un círculo sobre el otro] la del 1 encima [con la otra mano, señala 
la figura 1 y hace como si la corriera encima de la figura 2] de la 2 (…).
L7. Profesora Johanna: Ajam, bien.
L8. Santiago: (…) y eso sigue [hace círculos hacia la derecha con su mano 
diestra] sucesivamente hasta el 4. 
L9. Profesora Johanna: Eso sigue sucesivamente hasta el 4. ¿Quién más 
quiere decirme algo de esa figura? Allá atrás Luis, bien. 
L10. Luis Felipe: Que si por ejemplo ponemos 3 círculos abajo [con el 
dedo índice hace círculos hacia la izquierda] arriba encima del medio tene-
mos que poner 2.
Consideramos que éste es el primer contacto cultural de los estudiantes 
con este tipo de situaciones que involucran secuencias figurales apoyadas por 
representación tabular. El trabajo de la profesora Johanna consiste, básica-
mente, en lograr que ellos perciban características de esta figura e identifi-
quen el patrón a través del cual la secuencia se forma. Más específicamente, 
ella quiere llevar a los alumnos a tomar conciencia de la estructura espacial 
de la secuencia (Radford, 2013b) como primer paso hacia la objetivación de 
la característica común que se desprende de una lectura que atiende a la es-
tructura numérico-espacial de la secuencia. La labor conjunta iniciada por 
la profesora pone de presente su compromiso ético (Radford & Roth, 2010), 
a pesar de sus diferencias cognitivas y emocionales con respecto a las de los 
estudiantes. 
En esta labor conjunta, un aspecto a resaltar consiste en el indexical 
temporal que usa Santiago en su respuesta (L8) “...sigue sucesivamente…” 
lo cual sugiere que ha identificado la comunalidad o característica común, 
[100]      RODOLFO VERGEL
es decir, la relación entre las figuras de la secuencia. Nuestro análisis sugiere 
que Santiago quiere predicar no sobre una figura particular sino sobre todas 
las figuras trascendiendo el aquí y el ahora, sin embargo no ha logrado gene-
ralizar la comunalidad a todos los términos de la secuencia. En términos de 
Radford (2013b), no ha logrado plantear una abducción.
Luego de esta interacción con el grupo en general, los estudiantes comen-
zaron a trabajar de manera individual, y posteriormente en pequeños grupos. 
Contaron el número de círculos en las figuras 1, 2, 3 y 4 e identificaron rápi-
damente que el número de círculos aumentaba en el mismo número cada vez. 
Sin embargo, ya que los alumnos notaron rápidamente esta relación recursiva 
entre las figuras consecutivas, les pedimos que nos explicaran si había alguna 
manera de encontrar el número de círculos en la figura 25, sin construir la 
figura, o como fue solicitado en el ítem (3), “Mateo quiere construir la figura 
25. Explica lo que debe hacer para construirla”. 
Intentábamos lograr que los estudiantes produjeran una explicación que 
mostrara indicios de alguna generalidad en relación con la manera de cons-
truir figuras grandes. Más específicamente, queríamos invitarlos a producir 
una generalización de la propiedad, o característica común, a los términos 
subsecuentes de la secuencia, esto es, a plantear una abducción (Radford, 
2013b). Mostramos a continuación las producciones de Esneider, Jenny y Luis 
Felipe, en tanto las consideramos representativas.
Figura 13. Producción de Esneider a la solicitud 1 de la Tarea 1
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L11. Profesora: Listo, a ver Esneider cuéntanos por ejemplo, a ver ¿cuál 
fue tu solución?, explícame la figura 5. 
L12. Esneider: En la figura cinco me dieron 9 círculos. 
L13. Profesora: En el 5 [Refiriéndose a la figura 5] te dieron 9 círculos, en 
el 5 ¿cómo te dieron esos 9 círculos?, a ver ¿por qué?
L14. Esneider: Ehh, porque ehh, aquí primero, tiene que ir abajo 5 cír-
culos [Señalando la fila de la figura 5] y como en el 4 [figura 4] habían 4 
círculos abajo [Señalando la fila de la figura 4] ahora se le ponen 4 círculos 
encima [Señalando los 4 círculos de la columna de la figura 5 contando de 
arriba hacia abajo]. 
L15. Profesora: A ver, espérenme un segundito, a ver Esneider tú me 
dices que aquí hay 5 [Señalando los círculos de la fila de la figura 5] porque 
aquí había cuatro [Señalando los círculos de la fila de la figura 4] y que aquí 
hay 4 [Señalando los círculos de la columna de la figura 5] ¿por qué? 
L16. Esneider: Ehh (…) porque encima del 5 [Señalando la fila de la figu-
ra 5] se colocan los números anteriores [haciendo referencia con su mano a 
las figuras anteriores].
Figura 14. Coordinación multimodal de recursos semióticos en una 
secuencia de señalamientos de Esneider frente al ítem 1 de la Tarea 1. 
En la figura de la izquierda moviliza un gesto indexical señalando los 
círculos horizontales. La figura del centro muestra el recurso de Esneider 
del número de círculos horizontales de la figura anterior. Finalmente, en 
la figura de la derecha se muestra cómo Esneider retorna a la figura 5 y 
hace un deslizamiento para describir la posición y el número de círculos 
que deben ir en la posición vertical. Reconstrucción del video
En este caso, Esneider encuentra una manera de construir las figuras 
5 y 6 en la cual su actividad perceptual o más bien su intención perceptiva 
(Radford, 2013b) juega un papel importante. Observa que, por ejemplo, la 
figura 4 se ha construido poniendo tres círculos verticales como aparecen 
horizontalmente en la figura anterior (figura 3). No tiene dificultades con la 
construcción de los círculos horizontales, pues ha reconocido una función del 
número de la figura en relación con el número de círculos horizontales. En su 
declaración (L14) “ehh, porque ehh, aquí primero, tiene que ir abajo 5 círcu-
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los”, el sentido de obligatoriedad en la sentencia “tiene que ir primero”, pone 
en evidencia la movilización de intención perceptiva o actividad perceptual 
como un recurso semiótico al reconocer la manera como se ha configurado la 
secuencia, al menos en relación con los círculos en posición horizontal.
Esneider acompaña sus señalamientos (Figura 26) con sentencias (L14, 
L16) y con su actividad perceptual. Esta acción lingüística-perceptiva-gestual 
se convierte en un nodo semiótico (Radford, 2009), es decir, un segmento de 
la actividad semiótica en la que signos que pertenecen a diferentes sistemas 
semióticos se complementan para lograr una toma de conciencia de la ma-
nera en que la tarea puede ser atacada desde un punto de vista algebraico 
(Radford, 2013b).
Desde nuestra perspectiva teórica de la objetivación, reconocemos que el 
conocimiento y comprensión de un objeto de saber por parte de los estudian-
tes es posible mediante el encuentro con la comprensión que otros individuos 
tienen de este objeto (Bajtín, 1979/2009; Vygotski, 1931/2000). La presencia 
de los otros compañeros y de la profesora Johanna no es periférica. Muy al 
contrario, en la vía hacia el saber, la relación sujeto-objeto está mediatizada 
no sólo por los artefactos, sino por la presencia del otro en una especie de 
relación de alteridad bajtiniana (Bajtín, 1979/2009). Esta idea de ser a través 
de los otros nos conminó a propiciar los espacios para que los estudiantes 
lograran interactuar. Por ejemplo, la producción de Jenny y luego la de Luis 
Felipe siguen de manera similar el trabajo efectuado por Esneider, o tal vez, 
para ser más precisos, consideran los acuerdos generados en la discusión de 
clase. En relación con los ítems 2 y 3, Jenny deja ver en su producción que 
se ha apoyado en las tres figuras anteriores y la 4 y la 5 construidas por ella.
Figura 15. Producción de Jenny sobre los ítems 2 y 3 de la Tarea 1
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La evidencia mostrada en la Figura 27 sugiere que Jenny ha objetivado 
una regularidad y ha concebido las figuras como divididas en dos líneas, la 
“de arriba” y la “de abajo” (realmente la fila vertical y la horizontal). Su in-
tención fenomenológica (Radford, 2013b) le permite atender a estas determi-
naciones sensibles e incluso notar diferencias y similitudes. Las diferencias 
estarían dadas por los números de círculos en las dos líneas, mientras que 
las similitudes por las maneras como se conforman las figuras. Ella dice “…
pues yo creo que la 15 tiene 15 círculos abajo y 14 círculos arriba…”, como 
parte de la respuesta al ítem 2. En este caso, “el trabajo algebraico sobre el 
terreno fenomenológico va a reposar sobre la articulación de dos estructuras 
diferentes: una de tipo numérica y otra de tipo espacial” (Radford, 2013b, p. 
8). Jenny establece una relación entre el número de la figura y el número de 
círculos en la parte horizontal, por un lado, y, por otro, una relación entre el 
número de círculos horizontales y el número de círculos verticales. Para esta 
estudiante, el número de círculos verticales equivale al número de círculos 
horizontales menos uno. El trabajo llevado a cabo en el terreno fenomenoló-
gico, por ejemplo a través de la manera espacial de percibir la secuencia, le 
permite a Jenny responder al ítem 3 rápidamente.
Figura 16. Secuencia de gestos como deslizamientos de Jenny. La imagen 
de la izquierda muestra el deslizamiento de la mano de Jenny indicando 
los círculos horizontales. La imagen del centro presenta un deslizamiento 
hacia arriba para indicar los círculos verticales. Reconstrucción del 
video. A la derecha, la producción de Jenny en relación con el ítem 4 de la 
Tarea 1.
El ítem 4 pretendía profundizar en el uso de la regularidad o en la 
captura del patrón. Dado un número de círculos particular de la secuencia, 
queríamos que los estudiantes explicaran la manera como procedieron para 
encontrar su respuesta. Si bien era una figura “construible” pues está en el 
campo perceptual de los estudiantes, queríamos que ellos movilizaran otros 
medios semióticos, por ejemplo recursos lingüísticos. 
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De acuerdo con las imágenes de la izquierda y del centro de la Figura 
28, sugerimos que tanto la actividad perceptual como el deslizamiento de la 
mano están indicando una percepción espacial de la figura. El capturar la 
regularidad, sin embargo, no es suficiente para garantizar la generalización, 
pues tal regularidad debe generalizarse, es decir, transformarse en abducción.
Figura 17. Producción de Luis Felipe sobre los ítems 2 y 3 de la Tarea 1
Las relaciones establecidas por Jenny son también puestas en funciona-
miento por parte de Luis Felipe. En su respuesta al ítem 2, explicita la suma 
que le permite obtener el número de círculos en la figura 15. Este procedi-
miento le abona el camino para proponer el mensaje a Mateo en el ítem 3. Por 
su parte, con respecto al ítem 4, manifiesta que la figura es la 10 “porque si 
pongo 10 de esos 19 círculos abajo a ese 10 le quito 1…”. 
Observemos que en estas acciones los niños están operando sobre núme-
ros, sobre casos particulares. Esta forma de proceder pone de presente fun-
ciones corporeizadas o predicadas con una variable tácita (Radford, 2010a), 
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las cuales hacen parte de la instanciación del saber entendido como posibili-
dad, en este caso, pensamiento algebraico Factual, pues la indeterminancia 
no alcanza el nivel de la enunciación o del discurso. Más bien, está presente 
a través de la aparición de algunos de sus casos (1, 2, 3, 4, 5, 6, 15, 25, 500). 
No vemos explícitamente una analiticidad en tanto carácter operatorio de lo 
indeterminado, más bien estaríamos ante la presencia de una analiticidad 
intuida o proto-analiticidad.
Aceptamos que ello tiene que darse porque estamos estableciendo, en las 
tareas, exigencias que permiten a los estudiantes posibilidades de expresión 
semiótica, sin embargo, al mismo tiempo, éstas imponen limitaciones, pues 
inducimos a los estudiantes a centrar sus indagaciones en casos particulares. 
Consideramos que los requerimientos hechos en este contexto numérico 
propulsan formas culturales de interacción y de cooperación (Marx & Engels, 
1970, citados por Radford, 2000) que hacen pensar en que sus significados 
(culturales) necesariamente van a tener un anclaje histórico vinculado justa-
mente con lo numérico. Dichos significados, mediados culturalmente (Bruner, 
2006), están supeditados a un sistema de símbolos compartidos evidenciados 
en el tipo de preguntas o requerimientos que hacemos. Los sistemas semióti-
cos de significación cultural (Radford, 2008a) están operando a través de las 
tareas que proponemos y de las actividades como eventos (i.e. tal y como se 
desarrollan).
Desde la perspectiva del materialismo dialéctico los modos de producción 
(Marx & Engels, 1970, citados por Radford, 2000) incluyen saberes, habilida-
des y aspectos técnicos de colaboración, lo cual sugiere que los procedimien-
tos efectuados por los estudiantes se incrustan en las formas culturales de 
interacción las cuales organizan el contacto entre los estudiantes y entre ellos 
y la profesora. 
Las producciones sugieren que los estudiantes están actualizando una 
forma de pensamiento algebraico Factual, en tanto éstas están ancladas en un 
nivel particular o sobre hechos factuales, es decir, hay instanciación a través 
de operaciones con números y movilización de gestos como los deslizamien-
tos mostrados en la Figura 28. Además, las evidencias sugieren las formas 
como los estudiantes entre ellos y cada uno de ellos con la profesora Johanna 
se involucraron en la actividad, de cómo ellos respondieron uno al otro en 
una labor conjunta (Radford, 2013a). En este sentido, cobran actualidad las 
relaciones Φ y Θ que conforman la estructura de nuestro Particular hegelia-
no. Los estudiantes están instanciando una forma de pensamiento algebraico 
(Factual) que ha quedado codificada en la cultura.
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4.3.2 Tarea 2: Secuencia figural apoyada por representación 
tabular (2). Tal y como lo justificamos en el diseño de nuestra investigación, 
trabajar con la Tarea 2 pretendía acercar más a nuestros estudiantes no sólo 
a la idea general de secuencia sino también al tipo de secuencias figurales 
apoyadas por representación tabular. En este caso el término general corres-
ponde a , con 
Figura 18. Secuencia figural apoyada por representación tabular (2) 
presentada en la Tarea 2
En relación con esta tarea nos vamos a detener en el análisis de las pro-
ducciones correspondientes al item 6: “Escribe un mensaje a un compañero, 
que no asistió a la clase, en donde le expliques con claridad y con todos los 
detalles cómo procedes para calcular rápidamente el número de círculos 
de la Figura 1000”. El interés en este análisis focalizado está motivado por 
dos razones. En primer lugar, las producciones de los estudiantes a los ítems 
anteriores en esta tarea, en general, coinciden con las que se obtuvieron en la 
Tarea 1. En segundo lugar, queremos indagar más de cerca las instanciaciones 
o producciones en relación con este ítem. 
Sin embargo, antes de abordar dicho análisis, nos parece pertinente 
indagar sobre el ítem 2: “Calcula el número de círculos de la figura 9, sin 
construirla. Explica cómo lo haces”. En este diálogo también interviene el 
autor de la presente investigación. La profesora Johanna indaga con varios 
estudiantes la manera como resolvieron el ítem 2 de esta tarea y en un mo-
mento de la interacción decide preguntar si algún alumno había respondido 
de manera distinta. 
L1. Profesora Johanna: ¿Alguien lo construyó diferente?
L2. Laura Sofía: Sumando 9 más 9 da 18 y 3 [pausa] 21.
L3. Profesor Rodolfo: Y eso de 9 más 9, 18 ¿cómo lo haces en la figura?
L4. Profesora Johanna: Sí, enséñame acá en la figura [señala con su 
mano la secuencia] ¿cómo es?
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L5. Laura Sofía: Porque 1 más 1 da 2 [pausa] [tapa con sus dedos el pri-
mer círculo de la fila de arriba y el primero de la fila de abajo] sumándole 3 
[hace circular su dedo alrededor de los tres círculos que sobran en la figura 
1 después de contar el primero de la fila de arriba y el primero de la fila de 
abajo], [estos tres círculos los denomina “la torre”].
L6. Profesora Johanna: ¿Y en la figura número 2?
L7. Laura Sofía: 2 más 2, 4 [pausa] [a medida que habla señala los cuatro 
círculos antes de la torre a través de dos deslizamientos con su índice dere-
cho, el primero sobre los primeros círculos de abajo hacia arriba y luego 
sobre los siguientes dos círculos de abajo hacia arriba], sumándole 3 [con su 
dedo índice derecho señala la torre].
L8. Profesora Johanna: ¿Y en la figura 3?
L9. Laura Sofía: 6 [pausa] [ubica su dedo pulgar derecho tapando el 
tercer círculo de arriba de izquierda a derecha] y sumándole 3 [con su dedo 
índice derecho señala la torre].
1 más 1 da 2,         2 más 2 da 4,          6, y 
sumándole 3        sumándole 3    sumándole 3
Figura 19. Arriba: Secuencia de gestos (señalamientos) que despliega 
Laura Sofía acompañada de palabras. Reconstrucción del video. Abajo: 
Un análisis prosódico en el programa Praat de las elocuciones de Laura 
Sofía (L5, L7, L9) con intervenciones de la profesora Johanna (L6 y L8)
La solicitud que hace el profesor Rodolfo (L3), “Y eso de 9 más 9, 18 ¿cómo 
lo haces en la figura?”, provoca una respuesta en Laura Sofía. Ella despliega 
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en la secuencia una serie de señalamientos los cuales recorren las tres figuras 
dadas. En la Figura 31, parte de arriba, se muestra la cadena de gestos como 
señalamientos que le permite comunicar a Laura Sofía la objetivación del pa-
trón acudiendo a la torre como recurso semiótico. En la parte de abajo de la 
Figura 31 mostramos un fragmento de 17.41 segundos a través del programa 
Praat, en el cual ella en una estructura casi rítmica, como lo muestra la forma 
de onda, hace sus elocuciones “1 más 1 da 2, sumándole 3”, “2 más 2 da 4, su-
mándoles 3”, “6, y sumándole 3”. Mostramos en la Figura 32 la movilización 
de dos gestos indexicales. El primero corresponde a la acción de tapar los 
círculos subitizadamente y, al hacer una pausa, luego despliega el segundo 
gesto indexical señalando la torre. De esta manera procede con las figuras 2 
y 3. Sin embargo, según las observaciones en el diálogo (L7) notamos que a 
medida que habla señala los cuatro círculos antes de la torre a través de dos 
deslizamientos con su índice derecho, el primero sobre los primeros círculos 
de abajo hacia arriba y luego sobre los siguientes dos círculos de abajo hacia 
arriba. En L8, por su parte, ubica su dedo pulgar derecho tapando el tercer 
círculo de arriba de izquierda a derecha para luego señalar de nuevo la torre. 
El análisis prosódico sugiere que el ritmo emerge como un medio semiótico 
de objetivación, evidenciado en el conteo, la pausa hecha y luego el gesto de 
señalar la torre. El ritmo crea la expectativa de un próximo evento (You, 
1994), pero además, “constituye un medio semiótico de objetivación crucial 
para hacer aparente el sentimiento de un orden que va más allá de figuras 
particulares” (Radford, 2010b, p. 50).
                1 más 1 da 2, sumándole 3    2 más 2 da 4, sumándole 3       6, y sumándole 3
Figura 20. Movilización de gestos indexicales por parte de Laura Sofía
El recurso semiótico la torre que emerge se convierte en un medio se-
miótico de objetivación importante que le sirve, entre otras cosas, a Laura 
Sofía para contar el número de círculos de la fila de arriba y el de la fila de 
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abajo, los cuales son iguales. En este proceso de semiosis perceptual, la acti-
vidad de coordinación de deícticos espaciales (gestos como señalamientos), 
ritmo, palabras y actividad perceptual, se convierte en un nodo semiótico que 
caracteriza la actividad reflexiva de Laura Sofía mediada por estos medios 
semióticos de objetivación. 
El análisis microgenético (Vygotski, 1978) de su actividad sugiere el 
papel central que desempeñan los deícticos espaciales, gestos y el ritmo en 
la semiosis perceptiva (Radford, Bardini & Sabena, 2006), sobre todo en los 
procesos progresivos de Laura Sofía de la aprehensión perceptual del patrón 
y su generalización. En su actividad perceptual, al separar la torre, esta es-
tudiante percibe la igualdad en el número de círculos de arriba y de abajo. 
Como lo sugiere Radford (2013b, p. 5), “la mirada con la que cada uno de 
nosotros percibe el mundo no es una mirada desinteresada”.
Figura 21. Producción de Laura Sofía, ítem 6 de la Tarea 2
Inclusive, podemos ir más allá y afirmar que Laura Sofía en una forma 
subitizada cuenta el número de círculos de arriba y el número de círculos 
de abajo al notar la separación de la torre en la figura 3: “6, y sumándole 3”. 
Observemos que ella efectúa una generalización de acciones en la forma de 
un esquema operacional. Este esquema permanece ligado al nivel concreto 
de uso de los símbolos numéricos, a términos deícticos y gestos, como me-
dios semióticos de objetivación. Esta generalización de acciones numéricas 
incrusta su huella en la sintaxis de la formulación que expresa en relación 
con el ítem 6. Su declaración: “toca explicarle a Jenni que toca sumar 1000 + 
1000 + 3”, sugiere la aplicación del esquema operacional pues la forma como 
ha procedido para calcular el número de círculos de las figuras 1, 2 y 3 la 
pone en marcha para el cálculo del número de círculos correspondiente a la 
figura 1000. Aquí lo indeterminado o lo general queda sin nombrar. En otras 
palabras, Laura Sofía ha afectuado una generalización algebraica Factual. 
Consideramos la expresión semiótica producida por Laura Sofía como 
parte de la instanciación del saber, entendido éste como forma de pensa-
[110]      RODOLFO VERGEL
miento algebraico Factual (Radford, 2013a). Recordemos que desde nuestra 
epistemología hegeliana, el saber está constituido de formas siempre en movi-
miento de reflexión y acción histórica y culturalmente codificadas. Como dice 
Radford (2013a), el saber es pura posibilidad. Adquiere realidad a través de la 
actividad concreta tal y como se desarrolla. Esto es, el pensamiento algebrai-
co Factual se actualiza a través del Particular, es decir, a través de la actividad 
en tanto evento. Esta actividad o labor conjunta se conforma no sólo de las 
preguntas y solicitudes emergentes que hace la profesora Johanna (L1, L4, 
L6, L8), sino también de la actividad semiótica de Laura Sofía a través de la 
movilización de recursos semióticos (L5, L7, L9). Observamos de nuevo aquí 
cómo el compromiso ético de la profesora respeta y valora las producciones 
de Laura Sofía. Este togethering (Radford & Roth, 2010) pone en emergencia 
la manera ética en que la profesora y la estudiante se involucran, responden 
y ajustan la una a la otra.
Desde nuestra perspectiva hegeliana, sugerimos que Laura Sofía está 
actualizando una forma cultural de acción y reflexión (una pura posibilidad) 
la cual se materializa en la actividad teórica sensorial (particularidad) de 
reflexión sobre lo que es requerido para responder acerca del mensaje de la 
Figura 33. Consideramos dicha reflexión sobre una secuencia específica como 
lo Singular o Individual en los planteamientos de Hegel. En términos de Ra-
dford (2013a), Laura Sofía lleva a cabo su actividad dentro de un particular 
e irrepetible actividad de salón de clase –un Particular, el cual es un único 
evento al escribir el mensaje en el que explica a un compañero cómo calcular 
rápidamente el número de círculos de la figura 1000 en un cierto momento y 
lugar y a través de una cierta relación con los compañeros y la profesora.
La discusión entre Laura Sofía, la profesora Johanna y el profesor Ro-
dolfo es capitalizada por los demás compañeros de la clase. Particularmente, 
Luis Felipe se apropia de este recurso cultural (la torre), pero en realidad es 
apropiado por un buen número de estudiantes. En la Figura 34 mostramos 
parte del proceso de semiosis perceptual de Luis Felipe al identificar la torre.
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Figura 22. La torre como medio semiótico de objetivación 
presente en el proceso de semiosis perceptual de Luis Felipe
Este medio semiótico no es un mero recurso en el acto de conocer de 
los estudiantes. Funge como medio semiótico de objetivación en tanto media 
los actos intencionales de ellos. Las evidencias sugieren que las diversas ins-
tanciaciones del saber (en este caso el pensamiento algebraico Factual), esto 
es, el conocimiento que van logrando los estudiantes llega a ser conocimien-
to-con la torre, como opuesto a conocer vía la torre. Como lo sugiere Radford 
(2012b), estos artefactos se incrustan o encarnan en la manera en que los 
estudiantes piensan y llegan a conocer, lo que en términos de Cole & Wertsch 
(1996) se plantea en el sentido que estos instrumentos recrean y reorganizan 
la estructura del comportamiento humano. 
En otras palabras, la torre, en tanto recurso semiótico, regula en cierto 
momento la actividad de estos estudiantes, condiciona las formas como ellos 
se apropian, construyen o re-significan dicha actividad y desde luego las ma-
neras de pensar. Queremos subrayar, además, que los modos de pensamiento 
y de acción de los estudiantes, en relación con esta tarea, están regulados no 
sólo por la torre sino también por el tipo de situaciones que proponemos, en 
este caso, las secuencias figurales apoyadas por representaciones tabulares. 
Desde un punto de vista dialéctico materialista, podríamos señalar que los 
modos de producción (saberes, habilidades y aspectos técnicos de colabora-
ción) son procedimientos culturales de producción y reproducción de la vida 
material y espiritual.
Destacamos aquí que para instanciar una forma de pensamiento como 
el algebraico Factual, es fundamental la experiencia de los estudiantes en el 
acto de conocer y el hecho de que esta experiencia está mediada por el propio 
cuerpo (Radford, Edwards & Arzarello, 2009; Arzarello, 2006), tal y como lo 
evidencian las actuaciones de los estudiantes en esta tarea.
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Figura 23. Producción de Luis Felipe, ítem 6 Tarea 2
La producción de Yaneth en relación con el ítem 6 de esta Tarea 2 (Figura 
36) es diferente a la producción, por ejemplo, de Luis Felipe (en la Figura 35).
Figura 24. Producción de Yaneth, ítem 6 Tarea 2
Tal diferencia reside en que la producción de Yaneth se hace sobre una 
forma reducida de expresión, “él tiene que multiplicar 1000x2+3”. La multi-
plicación sofisticada presente en la expresión de Yaneth sugiere una actividad 
perceptual refinada, en tanto hay evidencia de un proceso de subitización en 
la manera como percibe la figura (al ver que, una vez separada la torre, el 
número de círculos de la fila superior y el de la fila inferior son iguales). En 
la producción de Luis Felipe, “al mil le sumo otros mil y el resultado que da 
le sumo tres”, se evidencia una escogencia de determinaciones sensibles en 
el terreno fenomenológico. Su intención perceptiva, dirigida a la estructura 
espacial, involucra la necesidad de sumar y por lo tanto sugiere una acción 
distinta en tanto descompone la figura en filas (la de arriba y la de abajo). 
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Observemos cómo la expresión de Yaneth utiliza una notación multipli-
cativa, podríamos decir, más condensada. La de Luis Felipe es aditiva, por 
lo que la producción de Yaneth sugiere una especie de proceso genético en 
el cual toma decisiones entre lo que se considera relevante e irrelevante, es 
un síntoma de aprendizaje y de desarrollo conceptual, es decir, de toma de 
conciencia. 
Esta idea de conciencia individual la estamos considerando como una 
forma específicamente humana de reflexión subjetiva sobre la realidad 
concreta representada en la secuencia propuesta, a partir de la cual Yaneth 
se sensibiliza de esta forma u objeto cultural, el cual le permite considerar, 
reflexionar, comprender, disentir, objetar y sentir acerca de otros, en este 
caso de Luis Felipe. Sugerimos que Yaneth ha desplegado un proceso social, 
sensible y material de objetivación, en últimas, podemos afirmar, es un 
principio de contracción semiótica, en tanto en su producción se evidencia 
cierta sobriedad en su pensamiento, traducida en la expresión multiplicativa 
(1000x2…) Esta sobriedad de su pensamiento se ve materializada en la for-
ma condensada de las dos figuras que ha percibido, pues reduce o abrevia lo 
aditivo en la expresión semiótica de Luis Felipe (al mil le sumo otros mil…)
Para Yaneth y Luis Felipe, la encarnación (embodiment) de la fórmula 
en la acción y en el lenguaje natural es potente, pero tiene sus límites. Lo 
indeterminado en sí no aparece como objeto de discurso. En este caso po-
dríamos hablar, al menos, de dos indeterminadas o variables: el número de la 
figura (variable independiente) y el número de círculos en posición horizontal 
(variable dependiente). 
En el siguiente diálogo, que corresponde a una entrevista focalizada, se 
pretendía indagar más de cerca sobre la manera como usaban la comunali-
dad que ya habían identificado para calcular el número de círculos de figuras 
remotas. 
L10. Profesor Rodolfo: Por ejemplo si yo te pregunto a ti Sunner, ¿cuántos 
círculos? (...) o no ¿cuántos círculos?, miren, miren, escuchen la pregunta que 
yo le voy a hacer a Sunner. Así sin escribir nada. Me vas a escuchar nada más, 
¿cómo haces para hallar?, ¿cómo haces para hallar el número de círculos?, 
¿sí?, ¿cómo haces para hallar el número de círculos que tiene la figura 2000? 
L11. Sunner: Mmm (…) multiplicando el resultado [por 2], entonces sería 
4000 (…) 4000 (…) [Mira a su compañero de grupo Kevin].
L12. Kevin: 4003.
L13. Sunner: 4003. 
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L14. Profesor Rodolfo: Ahora entonces llegamos a 8000. Entonces Ke-
vin, ¿cómo haces?, ¿cómo haces para hallar el número de círculos de la figura 
8000?
L15. Kevin: (…) [Sunner lo mira y frota los lápices mientras piensa la 
respuesta].
L16. Profesor Rodolfo: No, no importa que no me multipliques pero dime 
¿cómo lo haces?, dime el procedimiento.
L17. Kevin: (…) eh (…) que (…). 
L18. Profesor Rodolfo: Porque, ¿qué tal que el número sea grandísimo?, 
bueno 8000 es grande. Bueno, pero ¿cómo haces para la figura 8000?, explica 
el procedimiento nada más, no importan los cálculos.
L19. Kevin: (…) toca multiplicar por 2.
L20. Profesor Rodolfo: Sí.
L21. Kevin: Y a lo que multiplico toca sumarle 3.
L22. Profesor Rodolfo: ¿Y por qué le sumamos 3?, yo estoy intrigado con 
ese 3, ¿por qué hay que sumarle 3?
L23. Kevin: Porque (…) [Luis Felipe interrumpe a Kevin y responde].
L24. Luis Felipe: Porque siempre le vamos a sumar acá, la torre [Luis 
acude a señalar la figura No. 2 con dos dedos de su mano derecha haciendo 
énfasis en el lugar de la torre].
Figura 25. Luis Felipe moviliza el gesto de señalar la torre como apoyo 
para responder el número de círculos de la figura 8000
Luis Felipe interviene apoyando la respuesta de Kevin y justificando 
la suma del tres (esto es, los tres círculos que conforman la torre). Es más, 
este estudiante reconoce que el hecho de multiplicar por dos, tal y como lo 
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declara Kevin (L19), emerge luego de separar la torre. Observemos que en 
su declaración en L24 “siempre le vamos a sumar acá, la torre”, el deíctico 
temporal “siempre” sugiere el reconocimiento y uso del recurso semiótico, es 
decir, que esos tres círculos se deben sumar independientemente cuál sea la 
figura particular. El adverbio “siempre” evidencia una de las funciones gene-
rativas del lenguaje, es decir, funciones que hacen que sea posible describir 
procedimientos y acciones que potencialmente se pueden llevar a cabo en una 
forma reiterativa, imaginada (Radford, 2003). “Son expresiones lingüísticas 
ad hoc que transmiten la idea del esquema de abstracción que subyace a la 
generalización de las acciones” (Radford, 2003, p. 49). Por su parte a través 
del deíctico espacial “acá” Luis Felipe concentra la mirada en el lugar en el 
cual debe situarse la torre. Podemos afirmar que el lenguaje natural le sirve 
de apoyo para poder expresar una fórmula en acción. Esto sugiere pensar en 
la manera como los estudiantes usan el lenguaje natural o, más específica-
mente, ciertos elementos de este lenguaje (deícticos espaciales y temporales, 
por ejemplo) que indudablemente quedan muy implícitos en el lenguaje sim-
bólico, esto es, en una fórmula algebraica (con signos alfanuméricos). 
El diálogo en este grupo prosigue poniendo como ejemplos otras figuras 
remotas.
L25. Profesor Rodolfo: Jimmy la figura 80.000, ¿imposible de dibujar 
cierto? [El profesor Rodolfo mira a Jimmy y Jimmy mueve la cabeza de ma-
nera afirmativa], la figura 80.000, explícame el procedimiento para hallar el 
número de círculos de la figura 80.000.
L26. Jimmy: (…) ish, le sumo, le sumo otros 80.000, que daría 160.000.
L27. Profesor Rodolfo: Bueno, 160.000, sí y luego (…).
L28. Jimmy: Serían 160.000, luego le sumo 3.
En síntesis, el diálogo, como parte de la labor conjunta o actividad, su-
giere que los estudiantes no sólo han tomado conciencia de la característica 
común sino que la han generalizado, es decir han propuesto una abducción, 
la cual se aplica a los términos subsecuentes de la secuencia. Esto les permite 
encontrar el número de círculos de figuras grandes o remotas. En L21, Kevin 
dice “y a lo que multiplico toca sumarle 3”, refiriéndose a una figura “grande” 
particular. En L22, el profesor Rodolfo inquiere sobre la suma del 3, ante lo 
cual Luis Felipe responde, en L24, apoyándose en la torre como recurso se-
miótico que emerge condicionando su actividad semiótica y su proceso cogni-
tivo. En una especie de plasticidad semiótica (D A´more, Fandiño & Iori, 2013, 
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p. 82), Luis Felipe usa la torre y esta de alguna manera influencia, modifica, 
incluso modela su mente. Observemos cómo a partir de la figura 2, él observa 
que aislando este recurso semiótico le quedan dos círculos arriba y dos abajo. 
Esto le permite responder adecuadamente en relación con el número de figu-
ras remotas. En L26 y L28 Jimmy procede inicialmente de manera aditiva a 
través de sus determinaciones sensibles cuando percibe la secuencia y luego 
suma tres (es decir, los tres círculos de la torre que identificó Luis Felipe). 
Del análisis de estas producciones es posible afirmar que hay generaliza-
ción algebraica Factual en el sentido que le confiere Radford (2003, 2008b, 
2013b). En efecto, la abducción o generalización de la característica común 
extraída del trabajo sensible sobre las figuras 1 a 4 (en el caso de la Tarea 1) y 
1 a 3 (para el caso de la Tarea 2) es usada analíticamente. En otras palabras, 
la abducción, convertida en hipótesis, es aplicada para deducir apodíctica-
mente una fórmula que proporciona el valor de cualquier figura particular. 
Esto tiene razón de ser debido a la estructura de nuestro Particular hegeliano 
(relaciones Φ y Θ). El tipo de preguntas o requerimientos que hacemos junto 
con la actividad desplegada influyen en el hecho de que la hipótesis sea apli-
cada. Por supuesto dicha hipótesis o principio asumido descansa sobre una 
generalización de acciones numéricas y en la forma de un esquema numérico.
A esta altura de la entrevista, el profesor Rodolfo inquiere a los estudian-
tes sobre lo que piensan es una figura cualquiera. Queríamos indagar más 
íntimamente los significados que le conferían al término cualquiera. Recor-
demos que sus producciones hasta este momento del trabajo son ejemplos 
de instanciaciones del pensamiento algebraico Factual el cual aparece como 
consecuencia de la actividad desplegada. 
L29. Profesor Rodolfo: Bueno ahora, ahora yo les digo lo siguiente, para 
todos, para todos, aquí, mírenme acá, estoy hablando de la figura 1000, estoy 
hablando de la figura 2000, he hablado de la figura 8000, y he exagerado 
mucho y he hablado de la figura 80000, ustedes han respondido muy bien, y 
si yo les pregunto a ustedes, si me atrevo a preguntarles a ustedes, bueno eh, 
ya no es la figura ni 1000, ni 2000, ni 8000, ni 80000, sino que es (…) una fi-
gura una figura cualquiera, una figura cualquiera, cualquiera puede ser 1000, 
puede ser 2000, puede ser 8000, puede ser 80000, una figura cualquiera, si 
porque yo también les puedo preguntar la figura 3.458.678 y si yo les pregun-
to no esa figura sino, bueno y cuántos círculos tiene la figura 80.425.700 (…) 
y yo exagero, entonces si la figura es una figura cualquiera, cualquier figura, 
cómo ¿cómo harías tú Jimmy?
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L30. Jimmy: ¿Cualquier figura?
L31. Profesor Rodolfo: Sí, ¿si fuera cualquier figura?
L32. Luis Felipe: ¿La que uno escogiera? 
L33. Profesor Rodolfo: La que quieras. 
L34. Jimmy: La 10.000.
L35. Profesor Rodolfo: La 10.000 por ejemplo, para cualquier figura él 
tomo la 10.000, pero ya sabes el procedimiento, entonces ese 10.000, ¿qué es 
lo que haces con ese 10.000? 
L36. Jimmy: Le sumo otros 10.000.
L37. Profesor Rodolfo: Le suma otros 10.000 y al resultado (…).
L38. Jimmy: Le sumo 3.
L39. Profesor Rodolfo: Le suma 3, (…) eh para ti ¿qué es una figura cual-
quiera?, Kevin.
L40. Kevin: Que le puede (…) sumar, restar. 
L41. Profesor Rodolfo: Sí pero de éstas, por ejemplo cuando yo le pre-
gunté a Luis Felipe una figura cualquiera él me dijo, pues para mí una figura 
(…) para Jimmy una figura cualquiera puede ser la 10.000, para ti una figura 
cualquiera, para ti una figura cualquiera, ¿cuál puede ser? 
L42. Yaneth: (…) [Mira hacia arriba y Sunner baja la cabeza y le dice en 
voz baja el 30.000] la 30.000.
L43. Profesor Rodolfo: Por ejemplo, para Yaneth una figura cualquiera 
puede ser la 30.000, pero ¿una figura cualquiera puede ser la 5? 
L44. Yaneth: [llevándose un dedo a la boca] no.
L45. Kevin y Yaneth: ¡Sí!
L46. Profesor Rodolfo: Jimmy dice que no, que una figura cualquiera no 
puede ser la número 5, ¿por qué no Jimmy o sí?, ¿quién dijo no?, ¿tú por qué 
dices que sí Kevin?, una figura cualquiera puede ser la número 5.
L47. Kevin: Porque es igual que la 5 sino que… es igual… le suma 5 y (…).
L48. Profesor Rodolfo: Y luego le sumamos el 3, por ejemplo Sunner, 
para ti una figura cualquiera, ¿cuál puede ser? 
L49. Sunner: Ehh (…) 6.000.
L50. Profesor Rodolfo: La figura 6.000, ¿para ti Kevin?
L51. Kevin: la 40.000.
L52. Profesor Rodolfo: ¿Para ti Luis Felipe?
L53. Luis Felipe: 11.000 [levantando el hombre izquierdo].
L54. Profesor Rodolfo: para ti (…).
L55. Jimmy: 80.000.
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L56. Profesor Rodolfo: Para ti, otra figura cualquiera.
L57. Sunner: Ehh (…) la 50.000.
L58. Profesor Rodolfo: La 50.000, ¿para ti Yaneth?
L59. Yaneth: La 20.000 [pone los lápices en su boca].
Como se observa en esta parte del diálogo, para los estudiantes el signi-
ficado de una figura cualquiera está asociado con figuras particulares. Con 
estas figuras ellos aplican acertadamente la comunalidad o característica 
común y ello les permite sin dificultades mayores encontrar el número de 
círculos para una figura dada particular. Es claro que la fórmula corpórea les 
funciona bien. El término “figura cualquiera” es, para los alumnos en general, 
una figura particular, la que ellos elijan, y ésta hace parte de una forma de 
hablar por parte de ellos, la cual está permeada por un constante flujo de 
sentido cargada axiológicamente (Bajtín, 1929/1992). Esta forma de lenguaje 
utilizada alimenta el tipo de generalizaciones que ellos pueden lograr, en este 
caso una generalización algebraica Factual.
Consideramos que esta forma de discurrir hace parte de su experiencia 
cultural. De acuerdo con Ratner (2000), dicha experiencia es un fenómeno 
cultural en tanto hecho social que se crea de manera colectiva y comparti-
da. Sin embargo este pasado cultural experienciado por los alumnos puede 
evolucionar en tanto tengan la posibilidad de ser enfrentados a situaciones 
o tareas en las cuales se requiera o surja la necesidad de expresarse de otra 
manera sobre, en este caso, una figura cualquiera. En términos didácticos 
estaríamos propendiendo por hacer emerger formas de expresión a través de 
las cuales lo indeterminado sea nombrado, explícito, es decir, sea objeto de 
discurso.
En este estrato de pensamiento algebraico Factual la indeterminancia no 
alcanzó el nivel de la enunciación, pues se expresó en acciones concretas, por 
ejemplo, a través del trabajo sobre números y procesos de generalización de 
acciones numéricas. En este sentido podemos señalar que en este estrato la 
indeterminancia quedó implícita o, a lo más, mostrada pero a partir de casos 
o hechos particulares de números, o encarnada en la percepción, gestos y 
palabras. La forma de pensamiento algebraico Factual, en tanto posibilidad 
o forma ideal que pre-existe en la cultura (Radford, 2012a), fue instanciada 
en la actividad a través de los medios semióticos de objetivación movilizados 
por los alumnos (gestos, el ritmo, la actividad perceptual y las palabras). En 
otras palabras, es a través de la materialidad de la actividad que esta forma 
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de pensamiento algebraico pudo aparecer y los estudiantes pudieron tomar 
conciencia de ella. En otras palabras, creamos condiciones particulares de in-
teracción entre la forma ideal y los alumnos (Radford, 2012a) evidenciadas a 
través de la estructura de nuestro Particular hegeliano (relaciones Φ y Θ) que 
permitieron un desarrollo en el pensamiento matemático de los estudiantes.
La expresión semiótica tuvo lugar a través de una actividad multimodal 
en la que intervienen los gestos, el ritmo, la percepción y las palabras. Los 
estudiantes constituyeron una fórmula encarnada en la acción y en el len-
guaje (Radford, 2013b). De manera sintética, en términos de la epistemología 
hegeliana, la naturaleza de los tres vectores o componentes analíticos en los 
que el pensamiento algebraico (en este caso Factual) encuentra sus bases, 
está determinada por la estructura del Particular hegeliano.
4.3.3 Tarea 3: Secuencia numérica apoyada por representa-
ción tabular. En nuestro objetivo de investigación nos propusimos explorar 
este tipo de secuencias, entre otras cuestiones, porque queríamos indagar por 
los medios semióticos de objetivación que lograran movilizar los estudiantes 
al enfrentar secuencias que no cuentan con elementos geométricos-espacia-
les como en el caso de las secuencias figurales apoyadas por representación 
tabular. La secuencia que propusimos se genera a partir del término general 
3n –1, con n= 1,2,3, ...  
Una de las hipótesis que teníamos refería al hecho según el cual, al pare-
cer, las secuencias figurales apoyadas por representación tabular movilizan 
formas perceptivas y gestuales en los alumnos que no parecen ser moviliza-
das, o al menos no con la misma intensidad, en el caso cuando se enfrentan a 
secuencias numéricas apoyadas por representación tabular.
       2               5      8
Término 1     Término 2      Término 3
Figura 26. Secuencia numérica apoyada por representación tabular 
presentada en la Tarea 3
De nuevo, desde nuestra estructura del Particular hegeliano, la profesora 
Johanna introduce este tipo de secuencias a partir del siguiente diálogo: 
L1. Profesora Johanna: En esta secuencia [señalando en el tablero la 
secuencia de la Figura 38] hice los cuadrados para poder escribirles esto 
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[escribe dentro de tres cuadrados dibujados en el tablero los números 2, 5 
y 8] listo. A partir de hoy no vamos a trabajar con las secuencias figurales, 
es decir ya no vamos a tener figuras ni círculos sino que vamos a empezar a 
trabajar con una secuencia numérica. ¿Qué significa eso? Que ahora ya no 
vamos a hablar de figura 1, figura 2, figura 3, etc., sino del término 1, término 
2, término 3, (…) entonces miren el término 1 es (…) ¿quién? 
L2. Estudiantes en coro: ¡2!
L3. Profesora Johanna: 2, el término 2 ¿quién es?
L4. Estudiantes en coro: ¡5!
L5. Profesora Johanna: El término 3 ¿quién es?
L6. Estudiantes en coro: ¡8!
L7. Profesora Johanna: Entonces con esa nueva secuencia vamos a tratar 
de hacer ejercicios como lo hicimos en las anteriores (…) voy a repartir el 
material.
Después de un trabajo individual por parte de los estudiantes, la profeso-
ra Johanna visita a varios grupos para indagar qué piensan sobre la secuencia 
y cómo han abordado la tarea. Esta intervención de la profesora tiene razón 
de ser en tanto su intención es hacer un trabajo conjunto para llevar a los 
alumnos a tomar conciencia de la relación numérica como primer paso hacia 
la objetivación de la característica común que se desprende de una lectura 
que atiende a la estructura numérica de la secuencia. 
En un grupo en particular se encuentra Yaneth quien en su producción 
evidencia que ha identificado una regularidad a partir de su actividad percep-
tual sobre los tres primeros términos dados.
L8. Profesora Johanna: A ver yo quiero saber, a ver yo quiero saber qué 
tanto hablan, a ver cuéntame.
L9. Yaneth: Es que estamos averiguando cómo es que se (…) cómo (…) 
cómo se saca esta secuencia.
L10. Profesora Johanna: A ver ¿cómo?
L11. Yaneth: Entonces yo entiendo así que este (…) este [apunta con el 
lápiz el Término 1 que corresponde al número 2] le ponen 1 y si sumamos 
estos, estos (…) el 1 y el 2 quedan 3, y lo ponemos acá este 2 lo pasamos acá 
y le ponemos 3 queda 5 [señala con su lápiz el número 5 correspondiente al 
Término 2].
L12. Profesora Johanna: ¡5! ¡Ah bien! y ¿entonces?, ¿cómo sigo?
L13. Yaneth: Bueno, entonces el (…) el 5 se pasa para el 8 [toma el lápiz y 
señala el término 2 y luego el término 3] entonces a 3 le pongo 5 y me quedan 
(…).
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L14. Estudiantes en coro: ¡8!
La profesora Johanna aborda a otra estudiante de este grupo (Sunner) 
para indagar sobre su producción en relación con el primer ítem de esta tarea, 
“¿Cuáles son los números correspondientes a los Términos 4, 5 y 6. Explica”:
L15. Sunner: es: “11, Término 4; 14 Término 5; 17 Término 6, porque uno 
aumenta 3”.
L16. Profesora Johanna: ¿Por qué?
L17. Sunner: Porque mire, 2 [señala el Término 1] más 3 son 5 [señala el 
Término 2] ¿sí? 5 aquí da 5 ¿sí? 5 más 3 son 8, sumándole 3.
L18. Profesora Johanna: Y entonces el cuarto término, ¿cuál sería? 
L19. Sunner: 11.
Los estudiantes notaron sin mayores dificultades que los términos 
aumentaban en 3 (como se aprecia en L15: “…porque uno aumenta 3”), y 
utilizaron este incremento para calcular los números correspondientes a los 
Términos 4, 5 y 6. En L17 Sunner reafirma la identificación de esta carac-
terística común (”sumándole 3”), y frente al requerimiento de la profesora 
Johanna (L18) esta estudiante responde correctamente, lo cual sugiere que 
la comunalidad identificada le funciona para algunos términos particulares. 
Otra de las respuestas representativas se muestra en la producción de Laura 
Sofía en la Figura 39, “porque uno va aumentando 3”, lo cual sugiere su reco-
nocimiento del patrón. La comunalidad, es decir aquello en virtud de lo cual 
los elementos se mantienen juntos, en este caso la relación entre los términos 
de la secuencia, ha sido identificada por Laura Sofía.
Figura 27. Reconocimiento del patrón por parte de Laura Sofía en la 
secuencia investigada 
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La abducción aquí es utilizada para pasar de un término al otro (como en 
L15: “…porque uno aumenta 3”). Por el momento, no hay deducción de una 
expresión directa que permita calcular el número en cualquier término de 
la secuencia o al menos el de un término particular. Esta abducción permite 
generar un procedimiento pero no una expresión o regla directa, es decir, una 
fórmula, por lo que no hay generalización algebraica. En este caso tenemos 
una generalización aritmética.
En el siguiente diálogo la profesora Johanna reconoce, mediante una 
expresión de admiración (¡Uyy! a todos nos dio igual), haciendo hincapié en 
el trabajo de Laura Sofía, que las respuestas dadas a los Términos 4, 5 y 6 son 
acertadas. Procede a indagar por qué a todos los integrantes del grupo les dio 
la misma respuesta y solicita a Luis Felipe explicar cómo lo hizo. 
L20. Profesora Johanna: Laura dice término número 4, 11, término 
número 5, 14, 14 [señala en cada hoja de trabajo de los niños del grupo el 
término 5], término número 6, 17. ¡Uyy! a todos nos dio ¿Por qué a todos le 
dio lo mismo?, ¿quién me explica?, ¿cómo lo hiciste?, a ver (…) ¿tú Luis?, a ver 
explícame.
L21. Luis Felipe: Por ejemplo, como esta es la figura 4, ¿no? [señala el 
Término 4 con el esfero].
L22. Profesora Johanna: Sí (…).
L23. Luis Felipe: Este 4 lo multiplico por 2.
L24. Profesora Johanna: Y bueno (…) y ¿qué pasa?, lo multiplicas por 2 
y ¿qué? 
L25. Luis Felipe: Y (…) el resultado que me dio le quito 1 (…) y le sumo cua 
(…) 4 más y ese es el resultado [al respaldo de su hoja de trabajo aparecen las 
siguientes operaciones: 4x2 = 8-1 = 7+4 = 11].
L26. Profesora Johanna: Y ¿ese es el resultado?
L27. Luis Felipe: Es 11.
L28. Profesora Johanna: Y ¿cómo obtuviste este 14? [señala con su mano 
la respuesta del término 5 proporcionada por el estudiante].
L29. Luis Felipe: Igual [al respaldo de su hoja de trabajo él va efectuan-
do, a medida que habla, las siguientes operaciones: 5x2 = 10-1 = 9+5 = 14].
Las operaciones aritméticas que realiza Luis Felipe (observadas en 
las líneas L25 y L29) pretenden justificar sus respuestas en relación con 
los requerimientos de la tarea que hace la profesora Johanna. No tenemos 
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evidencias para concluir que la estrategia llevada a cabo por este estudiante 
es de ensayo-error, pues lo más que podríamos decir es que su estrategia 
funcionó en el primer intento, si fue esto lo que efectuó. El trabajo llevado a 
cabo por Luis Felipe busca establecer ciertas relaciones entre los números de 
los términos y los números correspondientes o imágenes. 
En la Figura 40 observamos la producción de Luis Felipe con respecto 
a los ítems 2 y 3. Su expresión en el ítem 2: “44 porque al 15 le sumo otro 15 
al resultado que me da le resto 1 y ase [ese] resultado le sumo 15”, y la del 
ítem 3 parte inferior izquierda: “a el 100 le sumo otros 100 y el resultado que 
nos da le resto 1 y ase [ese] resultado le sumo 100” sugieren que Luis Felipe 
logra una generalización de acciones en la forma de un esquema operacional 
el cual permanece ligado al nivel concreto de uso de los símbolos numéricos 
(Radford, 2003). Es interesante aquí notar que si bien este estudiante había 
comenzado con un procedimiento en el cual la abducción analítica o hipótesis 
no era clara, al parecer el esquema operacional adquiere mayor consolidación.
Figura 28. Producción de Luis Felipe sobre los ítems 2 y 3 de la Tarea 3
L30. Profesor Rodolfo: La pregunta es: “¿cuál es el término correspon-
diente al Término 100?”, ¿cómo lo hiciste?
L31. Luis Felipe: Pues al 100 (…) lo multiplico por 2, y le sumo otros 100 
(…) que es lo mismo (…) ¿no?, y a ese resultado que me da (…) le resto 1.
L32. Profesor Rodolfo: Y ¿por qué le sumas otra vez 100?
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L33. Luis Felipe: Porque siempre acá pasa, por ejemplo, en la figura (…) 1 
[señala el Término 1 con el esfero].
L34. Profesor Rodolfo: Sí.
L35. Luis Felipe: Al 1 (…) le tengo que sumar (…) eh (…) a la 2 mejor, que 
es que esta no sé explicarla [señala el Término número 2 con el esfero]. Al 2 
le tengo que sumar otros 2 ¿no?, entonces al resultado que me da, le quito 1, 
quedó el 3 [señala el número] (…) me queda convertido en 3, y a ese 3 (…) le 
quito (…) y a ese 3 (…) ¿qué? (…) y a ese 3 le sumo otros 2 y ese es el resultado 
(…) en todas, hasta en la 8 mira; al 3 [señala el Término 3 con el esfero], le 
sumo otros 3 (…) y al resultado que me da, le quito 1[señala con el esfero el 
número que está al lado de la palabra “Término”, en el término 3], y le sumo 
otros 3, le resto 1 y le sumo otros 3, y me da 8 [traza una circunferencia con el 
esfero levantado, es decir, en el aire, alrededor del número ocho, del Término 
3] (…) siempre va a ser esa (…) un ejemplo (…) al 100 le sumo otros (…) o lo 
multiplico por 2 o le sumo otros 100.
L36. Profesor Rodolfo: Bueno entonces, si lo sumas, le sumas otros 100, 
te dio 200.
L37. Luis Felipe: Como si lo multiplicara por 2.
L38. Profesor Rodolfo: Y luego al 200 le restas 1, ¿por qué le restas 1 Luis?
L39. Luis Felipe: [Luis indica con el esfero la operación que realizó para 
la respuesta del punto 3 del taller] porque (…) o también uno no lo podría 
hacer así sino (…) le pondría así [hace el movimiento de repisar la operación 
que hizo en el aire], no le restaría 1, sino que le pusiera el 99 más, le sumaría 
99 más.
L40. Profesor Rodolfo: Y ¿por qué lo haces así? [Luis no brinda una 
respuesta transcurridos tres segundos] porque aquí (…) aquí (…) este 100 
[señala el 100 de la operación con su índice derecho] (…) como la pregunta es 
“¿cuál es el número correspondiente al Término 100? [sigue la lectura de la 
pregunta con el dedo índice derecho]” tú coges el 100, y le sumas otros 100.
L41. Luis Felipe: Sí (…) porque al término le sumo este mismo [indica el 
término con el esfero]. 
L42. Profesor Rodolfo: ¿Por qué?, ¿por qué le sumas el mismo?
L43. Luis Felipe: ¡Porque en todos pasa lo mismo! [en un tono enfático].
Observemos cómo a partir de la línea L30 parece empezar a consolidarse 
una hipótesis. Aun cuando siente la necesidad de regresar a un término que 
está dentro de su campo perceptivo (en L35 “…Al 2 le tengo que sumar otros 
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2 ¿no?, entonces al resultado que me da, le quito 1, quedó el 3 [señala el nú-
mero] (…) me queda convertido en 3, y a ese 3 (…) le quito (…) y a ese 3 (…) 
¿qué? (…) y a ese 3 le sumo otros 2 y ese es el resultado”) para responder a la 
pregunta del profesor Rodolfo, ¿por qué le sumas otra vez 100?, el esquema 
operacional le permite abordar prácticamente cualquier caso particular con 
éxito. Luis Felipe en L35 declara que “siempre va a ser esa (…) un ejemplo 
(…) al 100 le sumo otros (…) o lo multiplico por 2 o le sumo otros 100”, para 
referirse a una manera de ver que al término se le suma el mismo término. 
El adverbio “siempre” incluido en su declaración hace destacar funciones ge-
nerativas del lenguaje, esto es, ciertas funciones que hacen posible describir 
procedimientos y acciones que potencialmente se llevan a cabo de una forma 
reiterativa e imaginada. Son expresiones lingüísticas ad hoc que sugieren la 
idea del esquema de abstracción que subyace a la generalización de las accio-
nes. Frente a la insistencia del profesor Rodolfo en L42, “¿por qué le sumas el 
mismo?” para referirse al hecho que tú toma el 100 y le suma otro 100, Luis 
Felipe en L43 responde en tono enfático, “¡Porque en todos pasa lo mismo!”
Luis Felipe efectúa una generalización algebraica Factual. Esto es, una 
generalización de acciones en la forma de un esquema operacional que per-
manece ligado al nivel concreto de uso de los símbolos numéricos y gestos 
como señalamientos o apuntamientos, lo cual le permitió ir más allá de los 
tres primeros términos y hacer evidente un patrón para determinar el núme-
ro de cualquier término específico (por ejemplo, el 15 o el 100).
El análisis de la evidencia sugiere que la actividad semiótica en este con-
texto numérico no invita a pensar la indeterminancia de manera analítica (es 
decir, en el sentido de Viète). Aun cuando tenemos evidencia de una cierta 
indeterminancia, instanciada en acciones concretas, pues se debe hallar algo 
(el número correspondiente al Término 100, por ejemplo), ésta debe volverse 
explícita y hay necesidad de nombrarla, volverla objeto de discurso, esto es, 
transformarse en una indeterminancia analítica o algebraica. 
Esta indeterminancia intuida es también instanciada a través de las pro-
ducciones de Luis Felipe, Jennifer, Jimmy Stiven y Laura Sofía, con matices 
distintos, cuando responden al item 6 de esta tarea: “Escribe un mensaje a 
un compañero, que no asistió a la clase, en donde le expliques con claridad 
y con todos los detalles cómo procedes para saber o calcular rápidamente el 
número que corresponde al Término 8275”.
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Figura 29. Producción de Luis Felipe, item 6, Tarea 3
Figura 30. Producción de Jennifer, ítem 6, Tarea 3
Figura 31. Producción de Jimmy Stiven, ítem 6, Tarea 3
Figura 32. Producción de Laura Sofía, ítem 6, Tarea 3
En síntesis, las producciones de estos estudiantes con respecto al ítem 6 
de la tarea en cuestión, aunque con matices distintos, evidencian que a través 
de sus procedimientos, al igual que el de Luis Felipe, el esquema operacional 
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forjado por este último es acogido por sus demás compañeros. Esto les permi-
te abordar prácticamente cualquier caso particular con éxito, como en el caso 
del Término 8275. El contenido del ítem 6, esto es, el requerimiento, parece 
obligar a los estudiantes a movilizar otros medios semióticos de objetivación 
como recursos lingüísticos, los cuales aún quedan atrapados en el esquema 
operacional que ha emergido a través de una generalización de acciones. 
Yaneth, por su parte, instancia una forma aditiva para responder al nú-
mero que corresponde al Término 15 (ítem 2) (Figura 45, parte superior). Su 
producción con respecto al ítem 2, “toca sumar desde:  17 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 
+ 3 + 3 + 3 + 3”, sugiere que el número 9 obtenido por la diferencia entre el 
Término 15 y el Término 6, determina las veces que debe repetirse el número 
en la suma, anclándose en 17 que corresponde al Término 6.
Figura 33. Producción de Yaneth sobre los ítems 2 y 3 de la Tarea 3
La característica común identificada por Yaneth (aumentar ) a partir de 
su respuesta al ítem 2 es generalizada y aplicada para encontrar el número 
que corresponde al Término 15. Esta abducción (generalización de la carac-
terística común) es utilizada como simple posibilidad, es decir algo que es 
solamente plausible (Radford, 2013b). La evidencia de su producción sugiere 
que la abducción no es utilizada de manera analítica. Más específicamente, 
Yaneth parece recurrir a una generalización muy sofisticada que se podría 
simbolizar así: Se parte de un término cualquiera conocido  y se quiere 
hallar Tn . Entonces ella procede haciendo Ta + (n - a)x3 = Tn . De acuerdo con 
Radford (2008b), Yaneth efectúa una generalización aritmética. No es de na-
turaleza algebraica, pues la abducción no se constituye en principio asumido 
o hipótesis para deducir apodícticamente (Radford, 3013b) una fórmula que 
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le proporcione el número correspondiente a cualquier término de la secuen-
cia numérica. Esto es, la abducción no es todavía analítica. En este momento 
de la actividad la ausencia de elementos espaciales o geométricos (que sí 
comportan las secuencias figurales) parece provocar un trabajo de generali-
zación por parte de Yaneth basado en relaciones entre números. Esto sugiere 
pensar que no existe tránsito entre la abducción y la hipótesis (abducción 
analítica). El contar con secuencias figurales propulsa una articulación de las 
estructuras espacial y numérica, lo cual constituye un aspecto importante del 
desarrollo del pensamiento algebraico. La descomposición de figuras permite 
la creación de relaciones entre cantidades conocidas y desconocidas y hacer 
cálculos sin distinguir entre éstas. 
Sin embargo, en relación con el ítem 3 Yaneth parece poner en marcha 
el esquema operacional puesto en funcionamiento por los anteriores compa-
ñeros. Las formas de pensar y de producción del saber de nuestros alumnos 
necesariamente están vinculados con las formas culturales e históricas de 
interacción humana y cooperación, esto es, la normatividad y reglamenta-
ción entre individuos (Marx & Engels, 1970, citados por Radford, 2000). Ella 
expresa que: “el término 100 hay que hacer multplicasion 100x3 = 300 - 1”. 
Claramente se observa una interpretación del signo igual como operador, sin 
embargo lo que nos interesa resaltar aquí es que en la expresión “100x3 = 
300 – 1”, Yaneth ha logrado concretar una generalización de acciones.
Queremos llamar la atención aquí sobre dos aspectos que nos parecen 
relevantes. En primer lugar, el análisis de las estrategias de generalización 
de los estudiantes en la secuencia numérica con apoyo tabular sugiere que 
la estructura del Particular hegeliano (relaciones Φ y Θ) juega un papel im-
portante en el tipo de generalizaciones que puedan efectuar los estudiantes. 
Inicialmente al parecer nos topamos con formas sofisticadas de generaliza-
ción aritmética en las cuales la analiticidad no aparece explícitamente. Estas 
formas sofisticadas de generalización aritmética parecen estar muy cerca 
de proto-formas de pensamiento algebraico basadas en una proto-analiti-
cidad. Insistimos que la estructura del Particular hegeliano juega un papel 
importante en esta relación de cercanía. Transcurrida la actividad y con los 
requerimientos hechos, por ejemplo “Escribe un mensaje a un compañero, 
que no asistió a la clase, en donde le expliques con claridad y con todos los 
detalles cómo procedes para saber o calcular rápidamente el número que 
corresponde al Término 8275”, parece propulsarse un tipo de generalización 
Factual. Desde luego la interacción entre los estudiantes sirve de elemento 
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persuasivo para poder adquirir esquemas operacionales que han sido deriva-
dos de generalizaciones de acciones. 
En segundo lugar, la discusión planteada pone de presente dos tipos de 
analiticidades. Vamos a llamar analiticidad GA, la que refiere a las deduc-
ciones que se hacen a partir de ciertas premisas, la cual es característica de 
la generalización algebraica (Radford, 2013b). Otra analiticidad, llamémosla 
PA, asociada con el carácter operatorio de lo desconocido, una de las caracte-
rísticas del pensamiento algebraico (Radford, 2010b). Desde luego este último 
tipo de analiticidad no ha emergido aún de manera explícita y quizás lo que 
estemos presenciando es una proto-analiticidad asociada más directamente 
con el abordaje de la secuencia numérica con apoyo tabular. 
4.3.4 Tarea 4: El Problema del Mensaje. A esta altura del trabajo, 
durante las sesiones, queríamos que los estudiantes nombraran la indeter-
minancia algebraica o analítica. Desde nuestra aproximación vygotskiana, 
decidimos proponer el Problema del Mensaje para intentar lograr un desa-
rrollo en la forma de pensamiento de los estudiantes. Más específicamente, 
queríamos, a través del trabajo con este problema, hacer aparecer formas 
más complejas de pensamiento algebraico. En términos de la epistemología 
hegeliana, estábamos interesados en orquestar una actividad que intentara 
propulsar el saber (que lo hiciera evolucionar), entendido a esta altura del 
trabajo, como forma de pensamiento Factual. 
Para recordar, el Problema del Mensaje que propusimos tomaba como 
base la secuencia figural apoyada por representación tabular de la Tarea 2.
Figura 34. Secuencia figural apoyada por representación tabular que 
sirvió de base para plantear el Problema del Mensaje
El Problema lo planteamos en los siguientes términos:
“La profesora Johanna tiene una bolsa y dentro de ella introduce varias 
tarjetas, cada una con un número. Cada uno de estos números corresponde 
a una de las figuras de la secuencia anterior. Ella saca al azar una tarjeta y la 
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introduce en un sobre, asegurándose de que ningún estudiante haya visto el 
número de la tarjeta. Johanna quiere que el sobre sea enviado a la profesora 
Estella con un mensaje que será introducido en el sobre junto con la tarjeta 
que contiene el número. Este mensaje debe explicar a la profesora cómo cal-
cular rápidamente el número de círculos que corresponde al número de la 
tarjeta”.
Los estudiantes abordaron la tarea en forma individual y luego de unos 
minutos el profesor Rodolfo, en la siguiente entrevista focalizada, se reúne 
con un grupo para preguntarles acerca de la naturaleza del problema y sobre 
qué dificultades tuvieron al desarrollar la tarea, en un trabajo de acción con-
junta.
L1. Profesor Rodolfo: Dígame alguno ¿cuál era como la dificultad?, ¿qué 
era lo que no entendían? o ¿cuál fue como realmente el problema para poder 
escribir el mensaje? Por ejemplo, tú Jennifer.
L2. Jennifer: La dificultad era no saber el número en la figura, porque 
uno ¿cómo iba a hacer el mensaje sin saber el número de la figura? [Señala 
una hoja en donde están dibujados algunas de las secuencias figurales de la 
actividad].
L3. Profesor Rodolfo: ¿Tú quieres agregar algo Jimmy?
L4. Jimmy Stiven: Lo mismo que ella.
L5. Profesor Rodolfo: ¿Quién tiene algo distinto?, ¿ese era como el pro-
blema, como la dificultad? [La mayoría de los niños asienten con la cabeza]. 
Y aun esa dificultad, que no sabían cuál era el número, porque el número era 
un número desconocido, un número (…)
L6. Jimmy Stiven: Cualquiera.
L7. Profesor Rodolfo: ¿Cómo?
L8. Jimmy Stiven: Cualquiera.
L9. Profesor Rodolfo: No te escucho.
L10. Jimmy Stiven: Cualquiera.
La actividad luego se concentra en revisar específicamente la producción 
de Jimmy Stiven. Él explica al profesor Rodolfo y a los demás compañeros del 
grupo el mensaje que escribió a la profesora Estella. Es interesante aquí ver 
cómo una vez escribe su mensaje se remite a la secuencia, particularmente a 
la figura número 2, que le sirve de apoyo para hacer su explicación. En este 
proceso retorna a la torre como ejemplo para apoyar y afianzar su mensaje.
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Figura 35. Producción de Jimmy sobre la Tarea 4, Problema del Mensaje
En dicho proceso Jimmy Stiven, con sus dedos, realiza una serie de des-
lizamientos acompañados con acciones de tocar la figura 2 de la secuencia. 
Mientras que con su dedo índice de la mano izquierda señala y toca el número 
de la figura, con su dedo índice de la mano derecha empieza a recorrer la torre 
en una especie de deslizamiento oblicuo (parte superior, imágenes izquierda 
y derecha de la Figura 48). Observamos aquí dos gestos que moviliza Jimmy 
Stiven los cuales tienen roles distintos. Las imágenes izquierda y derecha de 
la parte inferior de la Figura 48 muestran el deslizamiento hacia abajo y luego 
horizontal de sus dedos para terminar de señalar la torre al mismo tiempo 
que con su dedo índice izquierdo señala y toca el número de la figura.
Esta serie de gestos (deslizar y tocar) funge como apoyo a Jimmy para 
reafirmar el mensaje escrito a la profesora Estella. Si bien él ya elaboró un 
mensaje que permite calcular el número de círculos para cualquier figura a 
partir del término general 2n + 3, Jimmy siente la necesidad de dar un ejemplo, 
el cual involucra la torre. Este proceso de señalar, tocar y deslizar combinado 
con palabras para explicar la manera de calcular el número de círculos de una 
figura cualquiera lo entendemos como una fórmula corpórea o corporeizada. 
Más aún, dicha acción lingüística-perceptiva-gestual se convierte en un nodo 
semiótico (Radford, 2013b), esto es, un segmento de la actividad semiótica en 
la que signos pertenecientes a diferentes sistemas semióticos (Radford, 2003) 
se complementan para generar una toma de conciencia, en este caso, de la 
manera en que la tarea puede ser atacada desde un punto de vista algebraico.
La indeterminancia, en este caso de la producción de Jimmy, está repre-
sentada por la sentencia o frase “el numero que esta dentro de la tarjeta”. 
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Figura 36. Secuencia de gestos (señalar y tocar) de Jimmy Stiven que le 
sirve de apoyo en el mensaje dirigido a la profesora Estella
Observemos, de un lado la expresión semiótica o designación simbólica a 
través de un recurso lingüístico y, de otro lado, el carácter operatorio “debes 
coger ese numero y multiplicarlo por dos y ese resultado que te de debes 
colocarle esta torre ejm
La producción de Luis Felipe, por su parte, en relación con el problema 
mencionado aparece en la Figura 49.
Figura 37. Producción de Luis Felipe sobre la Tarea 4, Problema del 
Mensaje
En este caso, designa la indeterminancia con el término “figura”, la cual 
es tratada analíticamente: “a la figura le sumo el mismo número de la figura 
y al resultado que me dé, le sumo 3”. La expresión semiótica de la indetermi-
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nancia en el caso de la producción de Yanteh (Figura 50) es “el numero que le 
salga en la tarjeta” y su carácter operatorio o analiticidad: “sumar el número 
que le salga en la tarjeta dos beses y le suma mas tres”.
Figura 38. Producción de Yaneth sobre la Tarea 4, Problema del Mensaje
En la Figura 51 presentamos el mensaje elaborado por Sunner. La expre-
sión semiótica de la indeterminancia aquí es “el numero que te entregaron” y 
el carácter operatorio se traduce en “el numero que te entregaron tienes que 
multiplicarlo por 2 y el numero que te dio le sumas 3”
Figura 39. Producción de Sunner sobre la Tarea 4, Problema del Mensaje
La designación simbólica de la indeterminancia en el caso de la produc-
ción de Astrid (Figura 52) es “el numero que este en la cartulina”; por su 
parte el carácter operatorio está declarado en la sentencia “el numero que 
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este en la cartulina lo tienes que colocar en la parte de arriba y en la parte 
de abajo y le sumas tres”.
Figura 40. Producción de Astrid sobre la Tarea 4, Problema del Mensaje
En el trabajo desarrollado en esta tarea podemos observar que el 
pensamiento algebraico Contextual es una posibilidad que los estudiantes 
instancian en la actividad. Para expresarlo de otra manera, la actividad 
hace aparecer esta forma de pensamiento algebraico como una evolución 
del pensamiento algebraico Factual. Este resultado es importante, pues el 
Problema del Mensaje hace posible nombrar finalmente lo indeterminado 
y operar con él, es decir, estamos frente a una indeterminancia analítica o 
algebraica.
Desde la caracterización de generalización algebraica de patrones pro-
puesta por Radford (2013b), podemos señalar que a esta altura del trabajo los 
estudiantes han identificado la comunalidad o característica común que ha 
sido extraída del trabajo sensible sobre las figuras 1 a 3, desde la Tarea 2 (ca-
racterística que conlleva a notar que, una vez separada la torre, a lo que mul-
tiplica debe sumarle 3). La abducción o generalización de esta característica 
o propiedad común ha sido traducida (implícitamente) en hipótesis y ésta es 
usada para determinar una expresión o fórmula que permite infaliblemente 
calcular directamente cualquier término de la secuencia. Observemos cómo 
el contenido del Problema del Mensaje posibilita designar la indeterminan-
cia, volverla objeto de discurso, por ejemplo, cuando afirman #figurax2 + 3 
(Otras instanciaciones: “a la figura le sumo el mismo número de la figura y 
al resultado que me dé le sumo 3”, “el número que te entregaron tienes que 
multiplicarlo por 2 y el número que te dio le sumas 3”, “sumar el número que 
le salga en la tarjeta dos veces y le suma más tres”). Aquí hay evidencia de 
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una analiticidad GA. Hay evidencia también de un carácter operatorio de lo 
indeterminado, es decir, hay analiticidad PA. 
Si aceptamos esto, parece ser que el pensamiento algebraico, desde la 
caracterización sugerida por Radford (2010b) (indeterminancia, analiticidad 
y expresión semiótica), engloba la generalización algebraica de patrones 
también caracterizada por este autor (Radford, 2013b). En este caso, se da la 
generalización algebraica y la analiticidad (GA) involucrada propulsa la ana-
liticidad PA, instanciando una forma de pensamiento algebraico Contextual, 
pues la indeterminancia es analítica. 
Desde nuestra perspectiva de la epistemología hegeliana, los alumnos 
están enactivando una forma de razonamiento y de acción que ha quedado 
codificada en la cultura. Aún más, en el movimiento con el que es propulsado 
el pensamiento algebraico Contextual (saber) por la actividad ocurren las 
instanciaciones, que son singulares hegelianos en movimiento ellos mismos. 
Los estudiantes transformaron las expresiones semióticas basadas en opera-
ciones concretas, en números, en expresiones generales como el “numero que 
está en la cartulina”, expresión que denota o nomina lo indeterminado.
En la Tabla 1 presentamos una rejilla que muestra las expresiones se-
mióticas de las indeterminancias y sus respectivos caracteres operatorios 
de las producciones de los estudiantes Jimmy Stiven, Luis Felipe, Yaneth, 
Sunner y Astrid, como casos que consideramos representativos. Nos parece 
importante visibilizar estas producciones o instanciaciones del pensamiento 
algebraico Contextual por cuanto ponen en evidencia la potencia del Proble-
ma del Mensaje como recurso didáctico que hizo movilizar en los estudiantes 
esta forma de pensamiento. En la rejilla hemos puesto las sentencias o frases 
tal cual fueron elaboradas por los alumnos.
El trabajo desarrollado por los estudiantes a esta altura de las sesio-
nes evidencia una reducción de recursos semióticos y a la vez una con-
centración del significado en relación con las secuencias. Como un caso 
representativo destacamos el trabajo de Luis Felipe, quien a lo largo de las 
sesiones ha tomado una mayor conciencia sobre las características de las 
secuencias, las maneras de construirlas, la forma como ha identificado la 
comunalidad, su abducción y luego hipótesis, entre otras. En materia de 
desarrollo, podemos apreciar la evolución de la unidad de componentes 
materiales e ideacionales del pensamiento algebraico, pues es en la ma-
terialidad de la actividad en donde Luis Felipe toma conciencia de una 
forma de pensamiento algebraico (en este caso Contextual). 
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Tabla1. Rejilla que presenta las expresiones semióticas de la 
indeterminancia y su respectiva analiticidad de varios estudiantes 
cuando abordan el Problema del Mensaje
Esta materialidad se hace evidente, por ejemplo, a través de sus deter-
minaciones sensibles (Radford, 2013b). Aún más, es a través de la activi-
dad material que el Ideal (es decir, una forma de pensamiento algebraico 
Contextual) puede aparecer y volverse objeto de conciencia en Luis Felipe.
Tabla 2. Proceso de objetivación Contracción Semiótica de Luis Felipe
En la Tarea 1 Luis Felipe tiene la necesidad de movilizar gestos indexica-
les espaciales para referirse a la construcción de la secuencia y a la manera 
como identifica la comunalidad. Si bien la secuencia de la Tarea 2 es distinta, 
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nos interesa resaltar aquí que la coordinación de componentes externas de 
su pensamiento gana en refinamiento en comparación con su actividad se-
miótica sobre la Tarea 1. La producción con respecto a la Tarea 3 no presenta 
diferencias importantes comparadas con las de la Tarea 2, sin embargo su 
producción con respecto a la Tarea 4 es significativa. 
Se evidencia un avance importante en su actividad semiótica. Esto resulta 
en una vinculación más refinada de los recursos semióticos y en consecuen-
cia un nivel más profundo de conciencia y de inteligibilidad del problema en 
cuestión. En síntesis, Luis Felipe ha desarrollado un proceso de contracción 
semiótica, esto es, un proceso genético o de desarrollo conceptual. En este 
proceso, él concentra el significado y al mismo tiempo, al parecer, los medios 
semióticos de objetivación movilizados anteriormente se subsumen en una 
frase como “a la figura le sumo el mismo número de la figura y al resultado 
que me dé, le sumo 3”.
4.3.5 Tarea 5: Secuencia puramente numérica. La secuencia 
que propusimos en esta tarea no contaba con el apoyo tabular. Tal y como lo 
señalamos en el diseño de la investigación, queríamos indagar por los medios 
semióticos de objetivación que pudieran movilizar los estudiantes al no con-
tar con elementos geométrico-espaciales. Propusimos la siguiente secuencia 
que se genera a partir del término general 2n + 3, con n- 1,2,3, ... 
Figura 41. Secuencia puramente numérica presentada en la Tarea 5
En la parte inicial del trabajo los estudiantes en forma individual abor-
daron la secuencia y luego discutieron en pequeños grupos. La profesora 
Johanna circula por algunos grupos para revisar lo que contestaron a los 
ítems 1 y 2. En uno de estos grupos (conformado por Lorena, Luis Felipe, 
Adriana, Sunner y Santiago) interviene preguntándoles cómo les había ido 
con el trabajo.
L1. Profesora Johanna: ¿Cómo nos fue?, ¿listo? entonces vamos a mirar 
para las preguntas 1 y 2, listo entonces en la pregunta número 1 ¿cuál conside-
ra usted que es el primer término de la secuencia anterior?, entonces ¿quién 
5     7      9      11
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me dice qué escribió (…)? tú sí (…) a ver Lorena ¿qué escribiste?, para ti ¿cuál 
es el primer término de la secuencia?
L2. Lorena: El 5. 
L3. Profesora Johanna: El 5. 
Los niños en su mayoría contestan que el primer término de la secuencia 
es 5, excepto uno que dice que el primer término de la secuencia es 3, mien-
tras que otros estudiantes no dicen nada.
L4. Profesora Johanna: ¿Para ti?
L5. Luis Felipe: El 3.
L6. Profesora Johanna: El 3, entonces bueno acá tenemos dos respuestas, 
entonces vamos a escuchar primero a Lorena, Lorena, ¿por qué es el 5 para ti? 
L7. Lorena: (…) [Lorena no responde y mira a una de sus compañeras].
L8. Profesora Johanna: ¿No sabes cuál es el primer término? 
L9. Lorena: (…) [hace una negación con la cabeza].
L10. Profesora Johanna: Adriana, ¿por qué es el primer número para ti?
L11. Adriana: Porque es el más bajo.
L12. Profesora Johanna: Adriana dice que este es [señala el número 5 en 
el tablero] el primer término porque es el más bajo (…) ¿el más bajo?, ¿cómo 
así? 
L13. Sunner: Porque el 5 es menor que los demás.
L14. Profesora Johanna: Porque el 5 es menor que los demás (…) ahora 
escuchemos a Luis, vamos a ponerle cuidado a la respuesta de Luis ¿listo? (…) 
Luis (…) ¿por qué dices que es el 3? 
L15. Luis Felipe: Por ejemplo si 5 es el segundo ¿no?, esta figura ya le da 
a uno la secuencia ¿no? 
En esta parte del diálogo se observan dos respuestas al ítem 1 de esta 
tarea. La primera refiere a que 5 es el primer término de la secuencia plan-
teada porque 5 es el número menor (L11, L13). En este caso, para Sunner, 
por ejemplo, la idea de primer término parece estar asociada a secuencias 
crecientes en las que siempre hay un primer término que es el menor. Por 
otra parte, aparece otra respuesta (L5) que lleva implícita el cambio de la 
secuencia, pues para Luis Felipe el primer término no es 5, sino 3, tal y como 
se aprecia en la Figura 54.
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Figura 42. Luis Felipe escribiendo el primer Término de la secuencia que 
él propone
L16. Profesora Johanna: Bueno pero ¿qué ven?, un segundito acá [diri-
giéndose al tablero] voltéate un segundito para que todos te puedan escuchar, 
miren lo que dice Luis (…) Luis dice que si el 5 (…) ¿tú dices que el 5 es el 
segundo término? 
L17. Luis Felipe: [Afirma con la cabeza].
L18. Profesora Johanna: ¿Por qué? 
L19. Luis Felipe: Porque al 2 le sumo otros 2 y le resto 1y le sumo otra vez 
2. 
L20. Profesora Johanna: Y ¿por qué dices (…)? y ¿dónde ves tú el 2 en la 
secuencia? 
L21. Luis Felipe: Debería ir acá [señala debajo del 5 en el tablero, como 
indicando la posición o el número del término].
L22. Profesora Johanna: ¿Dónde debe ir el 2?
L23. Luis Felipe: Ah aquí [pone el dos debajo del 5].
L24. Profesora Johanna: Y entonces, ¿dónde iría el 3? 
L25. Luis Felipe: Ah aquí [lo pone debajo del 7].
L26. Profesora Johanna: Y entonces en los otros dos ¿qué? [refiriéndose 
al 9 y al 11]. 
L27. Luis Felipe: [Pone el 4 debajo del 9 y el 5 debajo del 11].
L28. Profesora Johanna: Bueno (…) entonces mira la pregunta para Luis 
y es para ustedes listo, ¿por qué este?… ¿por qué para Luis? (...) bueno (…) ¿por 
qué para Luis este es el segundo término y no el primero? ¿Entonces dónde 
estaría el primero?
L29. Luis Felipe: [Luis pone el 3 antes del 5].
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Efectivamente Luis Felipe cambia la secuencia. No está considerando la 
presentada en el tablero, sino que para él la secuencia es: 3  5  7   9  11, en la 
cual su primer término es 3. Si bien no tiene dificultades para identificar la 
comunalidad (“porque al 2 le sumo otros 2 y le resto 1 y le sumo otra vez 2”), 
la secuencia que propone es otra. 
L30. Profesora Johanna: Y sería ¿3?, ¿y no puede ser éste el primero? 
[señala el 5].
L31. Luis Felipe: No profe.
L32. Profesora Johanna: Pero ¿por qué (…) ¿por qué no?, Esneider ¿por 
qué? 
L33. Esneider: No (…) yo no (…). 
L34. Profesora Johanna: Bueno lo que ocurre es que aquí hay una cosa. 
L35. Santiago: Yo, yo, yo.
L36. Profesora Johanna: A ver Santiago, cuéntame.
L37. Santiago: El primer término no es ni, no es el, ese es el tercero, 5 es 
el tercero.
L38. Profesora Johanna: ¿5 es el tercero?, y entonces ¿cuál es el primero?
L39. Santiago: El primer término es 1, ahí se van sumando de a 2 (…) al 1 
se le suman 2 da 3, se le vuelven a sumar 2 da 5, el primer término es 1.
L40. Profesora Johanna: Bueno miren acá lo que estamos diciendo, 
listo [ella se encuentra justo frente al tablero] lo que ocurre es lo siguiente, 
entonces miren; te puedes sentar [le dice a Luis Felipe] esta es la secuencia 
que yo les di: 5  7  9  11 listo voy a borrar estos numeritos [borra lo que puso 
Luis] ésta es la secuencia que yo les di: 5  7  9  11 [señalando al tablero] la 
secuencia de la que está hablando Luis es: 3  5  7  9 [la anota en el tablero] y 
la secuencia de la que está hablando Santiago 1  3  5  7 [la anota en el tablero] 
¿qué pasa con estas secuencias?, miren (…) si ustedes miran esas secuencias, 
por ejemplo para obtener el 7 yo podría construir el 7 a partir del 5 [señala el 
7 en el tablero] ¿haciendo qué?
L41. Estudiantes en coro: Sumándoles 2! 
L42. Profesora Johanna: Puedo construir el 9 a partir del 7. 
L43. Estudiantes en coro: Sumando 2! 
L44. Profesora Johanna: En esta secuencia [señala la secuencia de Luis] 
puedo construir el 5 a partir del 3. 
L45. Estudiantes en coro: Sumando 2 [Santiago contesta primero].
L46. Profesora Johanna: Y el 7 a partir del 5 listo y miren en esta tercera 
SObRE La EmERGEncia DEL pEnSamiEntO aLGEbRaicO tEmpRanO     [141] 
secuencia pasa lo mismo[señalando la secuencia de Santiago], entonces las 
tres secuencias se pueden construir sumando 2 ¿verdad?, pero tienen una di-
ferencia y es el primer término entonces miren (…) el primer término de esta 
secuencia [señala la secuencia de Santiago] para Santiago es el 1, el primer 
término de esta secuencia [señala la secuencia de Luis] para Luis es el 3 y el 
primer término de esta secuencia [señala la secuencia original que estaba en 
la guía] para ustedes es el 5 listo entonces.
Secuencia propuesta en la Tarea 5
Secuencia propuesta por Luis Felipe
Secuencia propuesta por Santiago
Figura 43. La profesora Johanna explica las diferencias de las tres 
secuencias propuestas
En la discusión con el grupo general, la profesora Johanna intenta visibi-
lizar las diferencias de las tres secuencias (Figura 55), focalizando la atención 
en el hecho que las tres tienen un primer término distinto, aunque el patrón 
que las genera es el mismo (aumenta en 2). La secuencia propuesta por Santia-
go, al parecer, tiene su origen en el universo de los números naturales, el cual 
ha venido siendo trabajado por los estudiantes en la clase de matemáticas. 
Por su parte, en la secuencia que propone Luis Felipe (3  5  7  9), el segundo 
término es el 5 y no el 7, pues para él el primer término debe ser 3.
Algunas producciones en las hojas de trabajo dejan ver las razones por 
las cuales 5 es el primer término de la secuencia propuesta. Efectivamente 
para estos estudiantes el primer término siempre es el menor. La repuesta de 
Laura Sofía, afirmamos, reside en su experiencia cultural vivida en las sesio-
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nes anteriores. Ella afirma que el 5 es el primer término porque “en todas las 
secuencias anteriores es (el primer término) el menor”.
Figura 44. Respuesta de Laura Sofía a los ítems 1 y 2 de la Tarea 5
Efectivamente, las tareas que se diseñaron en esta investigación siem-
pre involucraron secuencias crecientes en las cuales, desde luego, el primer 
término es el menor de todos. Esta experiencia cultural deja huella en Laura 
Sofía y la razón esgrimida por ella paga tributo al trabajo sobre el tipo de 
secuencias abordadas. Por su parte, Jennifer reafirma lo expresado por Laura 
Sofía, aunque al escribirlo se equivoca.
Figura 45. Respuesta de Jennifer a los ítems 1 y 2 de la Tarea 5
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Sunner también reafirma lo expresado por Jennifer y Laura Sofía. Ella 
ha identificado la comunalidad, evidenciada en su respuesta a l ítem 2:“es el 7 
porque cada uno se llevan 2”,
Figura 46. Respuesta de Sunner a los ítems 1 y 2 de la Tarea 5
La producción de Jenny en relación con el ítem 1, en la Figura 59, parece 
coincidir con las respuestas anteriores, sin embargo su declaración, “el 5 es el 
termino 1 porque es el primer número de la secuencia”, sugiere una práctica 
cultural de leer de izquierda a derecha.
Figura 47. Respuesta de Jenny a los ítems 1 y 2 de la Tarea 5
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En la respuesta ofrecida por Astrid al ítem 1: “yo pienso que es el 5 porque 
tiene que ser el número menor”, es interesante ver cómo la palabra “tiene” 
adquiere un sentido de obligatoriedad, debido posiblemente a la historia cul-
tural de las sesiones de trabajo o más específicamente, debido a la actividad 
desarrollada (en tanto evento) en las sesiones anteriores.
Figura 48. Respuesta de Astrid a los ítems 1 y 2 de la Tarea 5
En este caso en particular, observemos que su respuesta al ítem 2, “el 
7 porque el segundo es mayor que el primero”, parece denotar la idea de 
secuencia creciente. Una vez más, esto puede estar relacionado con el tipo 
de actividad desplegada por Astrid en sesiones anteriores. Como lo sugiere 
Ilyenkov (1977), el conocimiento logrado arrastra la huella de la actividad que 
lo media, es decir, el conocimiento o las instanciaciones de Astrid sobre la 
idea general de secuencia pagan tributo a la actividad. Interpretamos esta 
actividad como el Particular de Hegel, conformado por el diseño de las tareas 
y la actividad en tanto evento (Radford, 2013a). 
Aunque en estos momentos podríamos aventurarnos a afirmar que, 
independientemente de las respuestas de los estudiantes, la mirada de las 
secuencias paga su tributo a una forma cultural de lectura (de izquierda a de-
recha), en el análisis de las producciones de los estudiantes frente a la Tarea 6 
presentaremos evidencias de que es más fuerte, quizás, la idea según la cual 
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para los estudiantes el primer término de una secuencia siempre es el número 
menor y no necesariamente el primero que se ubica a la izquierda.
Finalmente, la profesora Johanna a través de un trabajo conjunto lleva a 
los alumnos a tomar conciencia de la estructura numérica de la secuencia y 
deciden adoptar la representación tabular en la secuencia:
   5          7           9          11
Término 1  Término 2    Término 3    Término 4
Figura 49. Secuencia final acordada en el grupo de estudiantes y la 
profesora Johanna con apoyo tabular
El siguiente diálogo corresponde a una parte de una entrevista focali-
zada, en la cual pretendíamos indagar más de cerca lo que los estudiantes 
percibían sobre este tipo de secuencias.
L47. Profesor Rodolfo: Bueno, ¿cómo es la cosa? Dice Luis, ¿por qué no 
repites, Luis, lo que habías dicho?
L48. Luis Felipe: Que por ejemplo en el 7 [el número correspondiente 
al Término 2] se multiplica, el 2 multiplicado por el 3, y le sumo 1, pero acá 
en el término 3 no sirve, porque el 3 lo multiplico por 3 y le sumo 1 daría 10, 
pero entonces no serviría [señala en el cuaderno de notas del investigador 
(Rodolfo) la segunda y la tercera posición de la secuencia de la Figura 62].
L49. Profesor Rodolfo: No serviría ni para el Término 1, ni para el Térmi-
no 3 ni para el Término 4. ¿Qué es lo que tú sugieres Santiago?
L50. Santiago: Que se le sumen, se le suman 3, se le pone 1 al término 
y los otros 2 se le ponen el número [señala la palabra Término 1, que está 
escrita en la parte inferior del número 5, y luego señala el número 5 que está 
escrito en la parte superior] y ahí van dando todos.
Figura 50. Secuencia de señalamiento de Santiago en la secuencia 
numérica con recurso tabular. A la izquierda señala el número 
5 correspondiente al término 1; a la derecha señala el número 7 
correspondiente al Término 2. Reconstrucción del video
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L51. Profesor Rodolfo: ¿Qué es lo que se le pone al término?
L52. Santiago: Al término se le va poniendo 1, de a 1, y a los números se 
le van poniendo los otros 2.
L53. Profesor Rodolfo: Pero, pero tú tienes que producir son los números, 
tú tienes que trabajar es con los términos, pero (…).
L54. Santiago: Pero como usted dice que tiene que dar con éste y con 
éste [señala los dos primeros números ubicados en la parte superior, 5 y 7] 
tendría que sumársele 2 y al término dársele 1 y al resto a los (…) a los otros 
números.
La Figura 62 muestra dos señalamientos que hace Santiago para refe-
rirse a la manera como se van formando los términos de la secuencia. La 
movilización de este tipo de gestos es acompañada de palabras y de actividad 
perceptual. La actividad de Santiago se concentra en las relaciones entre los 
términos (L52) y los números correspondientes a estos términos (L54). El 
movimiento de sus dedos se limita a señalarlos o a apuntarlos. Santiago pone 
en juego una abducción (“a los números se le van poniendo los otros 2”) que 
confirma cuando declara en L50“y ahí van dando todos”, lo cual simplemente 
le permite pasar de un número a otro. En este caso no hay evidencia de de-
ducción de una fórmula que permita encontrar el número correspondiente 
a un término en particular o cualquier término. En este sentido, Santiago 
efectúa una generalización aritmética (Radford, 2013b). 
Observemos cómo en la línea L48, Luis Felipe pone en funcionamiento 
una estrategia de ensayo-error, “Que por ejemplo en el 7 [el número corres-
pondiente al Término 2] se multiplica, el 2 multiplicado por el 3, y le sumo 1, 
pero acá en el término 3 no sirve, porque el 3 lo multiplico por 3 y le sumo 
1 daría 10, pero entonces no serviría”. Se evidencia un ejercicio de adivinar 
la regla, la cual le funciona para el Término 2 pero no para el Término 3. 
La abducción aquí no resulta de inferir una comunalidad acerca de los tres 
primeros términos de la secuencia. La abducción es mera adivinanza. Luis 
Felipe realiza una inducción ingenua (Radford, 2008b).
Queremos destacar una vez más cómo las estructuras numérica y espa-
cial fueron importantes en las Tareas 1, 2 y 4, en tanto fueron proveedoras 
de índices o elementos perceptivos generalizables que posibilitaron el esta-
blecimiento de relaciones entre números conocidos y desconocidos. En este 
sentido el trabajo algebraico que puede abordarse en el terreno fenomenoló-
gico tiene sus bases en la articulación de estas dos estructuras. En particular, 
el contenido del Problema del Mensaje junto con sus estructuras espacial 
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y numérica que comporta la secuencia presentada en él sirvió de punto de 
referencia para efectuar la generalización algebraica (en ese caso Contextual). 
Observemos que aun cuando se abordó el Problema del Mensaje y produjo 
una evolución de la forma de pensamiento algebraico, al trabajar posterior-
mente con la Tarea 5 (Secuencia puramente numérica), se regresa de nuevo 
a producciones por parte de los estudiantes que evidencian generalizaciones 
aritméticas y más aún, emergen estrategias de ensayo-error que terminan en 
meras adivinanzas o inducciones ingenuas.
4.3.6 Tarea 6: Secuencia puramente figural. En relación con esta 
tarea ya había un antecedente con la Tarea 5 en la que los estudiantes y la 
profesora Johanna discutieron sobre cuál era el primero y segundo términos 
de esa secuencia (secuencia puramente numérica). Esta experiencia ganada 
fue puesta en marcha al abordar esta tarea (cuyo término general es 2n + 1, 
con n - 1,2,3, ...) por lo que no se presentaron dificultades en relación con 
establecer cuál era la primera figura, cuál la segunda, cuál sería la tercera 
y cuál la cuarta figura. Una vez establecieron el apoyo tabular, el trabajo se 
concentró en discutir los otros ítems.
Figura 51.  Secuencia propuesta en la Tarea 6
En términos generales, las producciones de los estudiantes en relación 
con los ítems de esta tarea tienen similares características que las produc-
ciones logradas en las tareas 1 (Secuencia figural apoyada por representación 
tabular (1)), 2 (secuencia figural apoyada por representación tabular (2)) y 
4 (Problema del Mensaje). Nuevamente podemos señalar que la forma de 
pensamiento Contextual aparece aquí como posibilidad que los estudiantes 
instancian a través de la movilización de medios semióticos de objetivación. 
El Particular de Hegel, estructurado por el diseño de las preguntas y exi-
gencias que hacemos y la actividad propiamente como se desarrolla (evento), 
hace aparecer el pensamiento algebraico Contextual como una evolución del 
pensamiento algebraico Factual. Consideramos este hecho como un resulta-
do importante de nuestra investigación, lo cual pone de manifiesto la idea de 
saber como movimiento en una especie de continuidad entre estos tipos o 
formas de pensamiento algebraico. 
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Figura 52. Secuencia de gestos (deslizamientos del lápiz) movilizados por 
Laura Sofía, ítem 1 Tarea 6. Reconstrucción del video
Presentamos como caso representativo el siguiente diálogo en donde 
intervienen el profesor Rodolfo, Laura Sofía y Jenny, discutiendo sobre la 
construcción de la secuencia. La Figura 64 muestra una serie de gestos (des-
lizamientos del lápiz) los cuales son puestos en funcionamiento por parte de 
Laura Sofía cuando comunica la forma como se generan las figuras.
L1. Laura Sofía: Por ejemplo en la figura 4, pones 4 abajo y 4 arriba [se-
ñala la hilera inferior de rectángulos y después la de arriba] más 1 [señala el 
último rectángulo de la hilera superior].
L2. Profesor Rodolfo: ¿Y por ejemplo, como sería la figura 5?
L3. Laura Sofía: 5 abajo y 5 arriba [mientras señala las hileras] más 1.
L4. Profesor Rodolfo: ¿Y la figura 6?
L5. Laura Sofía: 6 abajo y 6 arriba, más 1.
L6. Profesor Rodolfo: ¿Cómo será, por ejemplo, Jenny, en la figura 15?
L7. Jenny: 15 abajo y 15 arriba [sube la mano ligeramente] y le sumamos 
1, serían 15 abajo y 16 arriba.
En relación con el ítem 5 de esta tarea, la producción de Jenny evidencia 
un sentido de la indeterminancia tratada analíticamente. 
L8. Profesor Rodolfo: Ahora, el quinto punto ¿cómo lo resolviste tú Laura 
Sofía? Ábrelo para que lo vean.
L9. Laura Sofía: [Laura lee de su guía] profe Estella, coges el número que 
está en la tarjeta y lo sumas por el mismo más 1.
En este caso, la indeterminancia está determinada en la frase “el número 
que está en la tarjeta”. El carácter operatorio de esta indeterminancia o ana-
liticidad viene dado por la frase: “coges el número que está en la tarjeta y lo 
sumas por el mismo más 1”. La producción de Jenny, por su parte, evidencia 
también la movilización de gestos indexicales los cuales comunican la forma 
como se genera, para ella, la secuencia. 
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Figura 53. Secuencia de gestos indexicales por parte de Jenny al explicar 
la manera como se generan las figuras en la secuencia de la Tarea 6. 
Reconstrucción del video
L10. Jenny: La figura 1 [la señala con el lápiz] uno le coloca un cuadrado 
acá arriba [señala el cuadrado inferior] y como es el siguiente del 1, es el 2, 
entonces lo ponemos acá arriba [señala la hilera superior de la figura]. El 2 
[señala estos últimos dos cuadrados], estos dos cuadrados los ponemos acá 
abajo [señala la hilera inferior de la figura 2] y el siguiente del 2 es 3 [señala 
la hilera superior de la figura 2] y cogemos así sucesivamente hasta los otros. 
Se observa que la movilización de gestos indexicales (espaciales y tempo-
rales), palabras, actividad perceptual y movimiento parece ser más intenso 
cuando los estudiantes enfrentan secuencias que ofrecen índices geométri-
co-espaciales en contraste con las secuencias numéricas (con o sin apoyo 
tabular). Es más, cuando los estudiantes abordaron la secuencia puramente 
figural, en la cual luego establecieron rápidamente el recurso tabular a partir 
de su experiencia ganada en la tarea anterior, al menos se observa en ellos 
una disposición favorable para trabajar con este tipo de secuencias. En efecto, 
ellos pueden decir frases como: ”como es el siguiente del 1”, “uno le coloca 
un cuadrado acá arriba”, “estos dos cuadrados los ponemos acá abajo”, 
“cogemos así sucesivamente hasta los otros”; frases que ponen de manifiesto 
indexicales espaciales (por ejemplo, el siguiente de 1, acá arriba, acá abajo) 
y un indexical temporal (así sucesivamente). 
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En relación con este último aspecto, observamos, en el caso de Jenny: 
“…y el siguiente del 2 es 3 y cogemos así sucesivamente hasta los otros”, 
cómo el lenguaje natural le sirve de apoyo para poder expresar a través de su 
fórmula corpórea cuestiones relacionadas con el tiempo (así sucesivamente), 
o quizás, más adelante, indagar cómo el lenguaje simbólico (podría ser una 
fórmula algebraica) incorpora la dimensión lingüística. 
En el siguiente diálogo entre la profesora Johanna, Héctor Fabio, Adria-
na, el profesor Rodolfo y Yaneth, parece reafirmarse en los estudiantes la 
facilidad para abordar este tipo de secuencias:
L11. Profesora Johanna: ¿Tú la ves más fácil que la de los números?
L12. Héctor Fabio: ¡Claro! estamos mirándole observaciones [se refiere a 
los índices geométrico-espaciales de las figuras], y claro, es más fácil.
L13. Profesora Johanna: ¿Sí?, ¿le estás mirando observaciones, caracte-
rísticas, está más fácil?, con los números, ¿ya no puedo mirar características?
L14. Héctor Fabio: Pues eso es un poquito más difícil.
L15. Profesora Johanna: ¿Por qué te parece más fácil? [dirigiéndose a 
Adriana].
L16. Adriana: (…) [Evidencia timidez].
L17. Profesor Rodolfo: A Yaneth, ¿cómo le parece?, ¿más fácil o más difí-
cil que el anterior?
L18. Yaneth: Me parece más fácil.
L19. Profesor Rodolfo: ¿Por qué? 
L20. Yaneth: Porque en el anterior tocaba (…) adivinar el número, en vez 
de (…) [se pone el lápiz en la boca, piensa en lo que va a decir], no sé [sonríe].
L21. Profesor Rodolfo: Y con ésta [refiriéndose a la secuencia puramente 
figural] ¿qué es lo que sucede?
L22. Yaneth: (…) No sé (…) Es que todavía no la he (…).
L23. Adriana: Toca mirar cuál es la primera, la segunda [señala con su 
dedo índice derecho las figuras 1 y 2], la tercera y la cuarta.
Resaltamos en la declaración L20 de Yaneth la dificultad que ella ma-
nifiesta “porque en el anterior tocaba (…) adivinar el número…”, trabajo 
que efectivamente se desplegó en la actividad con la secuencia puramente 
numérica. Los estudiantes tenían que establecer relaciones entre los números 
pues no contaban con los elementos espaciales y geométricos. Observemos 
cómo Adriana, quien al principio mostró cierta timidez (L16), luego responde 
dirigiéndose a las figuras y señalando (L23).
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En el análisis que adelantamos de las producciones de los estudiantes con 
respecto a la Tarea 5 (Secuencia puramente numérica), habíamos aventurado 
la afirmación según la cual la mirada y lectura que hacen los estudiantes de 
las secuencias pagaban su tributo a una forma cultural de lectura (de izquier-
da a derecha). Esta situación fue objeto de más análisis. 
En la siguiente entrevista focalizada queríamos explorar las razones que 
conminaban a nuestros estudiantes a significar el primer término de las se-
cuencias numéricas y figurales en ausencia del recurso tabular. Las evidencias 
que presentamos en el caso de la secuencia puramente numérica mostraban 
que algunos estudiantes (Luis Felipe y Santiago, por ejemplo) proponían otra 
secuencia; por ejemplo para Luis Felipe la secuencia tenía como primer tér-
mino al 3, mientras que para Santiago el primero era el 1. 
Es interesante mostrar aquí que para los estudiantes en general el primer 
término de estas secuencias y de las anteriores siempre es el número menor y 
no necesariamente el primero que se ubica a la izquierda. En el cuaderno de 
notas del investigador, propusimos las secuencias que se muestran e indaga-
mos con algunos estudiantes cuál consideraban era el primer término.  
Figura 54. Secuencias propuestas por el investigador en una entrevista 
focalizada para indagar por el significado del primer término
En relación con la primera secuencia que se muestra, los estudiantes 
al unísono afirmaron que el primer término era el que se encuentra a la iz-
quierda. En el caso de la secuencia puramente numérica 4  9  14, todos los 
estudiantes afirmaron que el primer término era el 4, mientras que para el 
caso de la secuencia puramente numérica 35  33  31, los estudiantes afir-
maron que el primer término era el 31. Los estudiantes están considerando 
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secuencias crecientes y tal vez ello sucede puesto que las tareas propuestas 
consideraron, todas, este tipo de secuencias.
4.3.7 Tarea 7: Problema del Mensaje al revés. Esta tarea pretendía 
explorar las formas como los estudiantes usaban la indeterminancia analítica 
o algebraica para producir los primeros cinco términos de una secuencia. 
La relación con la Tarea 4, el Problema del Mensaje, es dialéctica, en tanto 
en ésta los estudiantes tenían que nombrar la indeterminancia de manera 
analítica a partir del contenido del mensaje y en especial de la exigencia de 
comunicar a la profesora Estella la manera de calcular rápidamente el núme-
ro de círculos de cualquier figura, y en la Tarea 7, dado un mensaje en el cual 
la indeterminancia algebraica estaba explícitamente dada, los estudiantes 
debían identificarla y usarla. Presentamos de nuevo la tarea:
En una sesión anterior, habíamos visto a la profesora Johanna que tenía 
una bolsa y dentro de ella introducía varias tarjetas, cada una con un número. 
Cada uno de estos números correspondía a una de las figuras de una secuencia 
dada. Ella sacaba al azar una tarjeta y la introducía en un sobre, asegurándose 
de que ningún estudiante hubiera visto el número de la tarjeta. La solicitud de 
Johanna era que el sobre fuera enviado a la profesora Estella con un mensaje 
que era introducido en el sobre junto con la tarjeta que contenía el número. 
Recuerda que este mensaje debía explicar a la profesora Estella cómo calcular 
rápidamente el número de círculos que correspondía al número de la tarjeta. 
Un alumno escribió el siguiente mensaje:
“Profe Estella, para saber el número de círculos tú debes coger el núme-
ro que está en el sobre y sumarle el mismo número y al resultado que te dio 
le sumas 1, y el resultado que te dio corresponde al número de círculos de 
esa figura”.
A partir del mensaje anterior, construye los cinco primeros términos de 
la secuencia.
Yaneth ha construido su secuencia, pero no coincide con el mensaje que 
se plantea, pues el primer término de la secuencia elaborada por ella es un 
círculo. La profesora Johanna dialoga con Yaneth en aras de revisar la mane-
ra cómo ha construido su propuesta.
L1. Profesora Johanna: Entonces por eso es la relación, ah bueno, pero 
entonces vamos a mirar [Señala la hoja] entonces mira, tú dices listo, figura 
1, ¡figura 2! ¿Por qué hay 3?
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L2. Yaneth: Porque acá se hacen ehmm dos figuras, dos círculos y este 
número se pasa, este círculo se pasa pa’ acá [señala la hoja] y se ponen en 3 
[explica con las manos].
Figura 55. Secuencia de señalamientos y deícticos espaciales acompañada de 
palabras de Yaneth en interacción con la profesora Johanna. Reconstrucción 
del video
L3. Profesora Johanna: Ok y acá, figura 3 [Señala la hoja].
L4. Yaneth: Ehmm acá se ponen tres círculos y estos tres que están acá 
[Señala los círculos que conforman el segundo término] se ponen encima.
Figura 56. Una segunda secuencia de señalamientos y deícticos espaciales 
acompañada de palabras de Yaneth en interacción con la profesora 
Johanna. Reconstrucción del video
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L5. Profesora Johanna: Figura 4.
L6. Yaneth: Ehh acá se ponen 4 círculos y estos 6 se ponen acá encima 
[Señala la hoja].
Figura 57. Una tercera secuencia de señalamientos y deícticos espaciales 
acompañada de palabras de Yaneth en interacción con la profesora 
Johanna. Reconstrucción del video
L7. Profesora Johanna: Figura 5.
L8. Yaneth: Eh acá se ponen 5, 5 círculos y acá se ponen ehm ehm [se ríe].
L9. Profesora: ¿Cuántos?, pues contémoslos ¿cuántos allí? [señala la 
hoja]. 
L10. Yaneth: [Cuenta con el lápiz].
Figura 58. Una cuarta secuencia de señalamientos y deícticos espaciales 
acompañada de palabras de Yaneth en interacción con la profesora 
Johanna. Reconstrucción del video
 
L11. Profesora Johanna: Ah bien, entonces, por ejemplo, digamos que a 
la profe Estelita le salió el uno, entonces ¿ella qué tenía que hacer? ¿Sumarle 
cuánto? (…) [interviene Luis Felipe].
L12. Luis Felipe: Sumarle 1 más 1, más 1.
L13. Profesora Johanna: Entonces, 1más 1, o sea 1más 1, 2, más 1de acá, 
3. Listo, ¿cómo construir la 2? [señala la hoja].
L14. Luis Felipe: Es 2 más 2, más 1, entonces ahí dan 5.
L15. Profesora Johanna: 3 [señala la hoja].
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L16. Luis Felipe: 3.
L17. Profesora Johanna: ¿Cuáles 3?, ¿cuáles 3?
L18. Luis Felipe: 3 [Señala tres círculos en la hoja]. 
L19. Profesora Johanna: 3, y ¿cuáles otros 3?
L20. Luis Felipe: Más 3 [Señala 3 círculos en la hoja], más 1[señala el 
círculo restante de la figura].
Figura 59. Secuencia de señalamientos acompañada de palabras de Luis 
Felipe en interacción con la profesora Johanna. Reconstrucción del video
L21. Profesora: Acá, 4.
L22. Luis Felipe: El de 4 igual, 4.
L23. Profesora: ¿Cuáles 4?
L24. Luis Felipe: Estos 4 [señala 4 círculos en la hoja].
L25. Profesora Johanna: Esos 4.
L26. Luis Felipe: Más 4 [señala otros 4 círculos en la hoja].
L27. Profesora Johanna: Más otros 4.
L28. Luis Felipe: Más 1 [Señala el círculo restante en la hoja].
Figura 60. Una segunda secuencia de señalamientos acompañada 
de palabras de Luis Felipe en interacción con la profesora Johanna. 
Reconstrucción del video
L29. Profesora: Más 1, ¿y la 5?
L30. Luis Felipe: 5 [Señala 5 círculos en la hoja], más otros 5 [señala 
otros 5 círculos en la hoja] más 1 [señala el círculo restante de la figura]. 
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Figura 61. Una tercera secuencia de señalamientos acompañada de 
palabras de Luis Felipe en interacción con la profesora Johanna. 
Reconstrucción del video
          2 más 2,             más 3, más 1                       más 4,                        5, más otros 5 más 1        
               más 1                                             más otros 4 (Prof. Johanna), 
      más 1.
Figura 62. Un análisis prosódico en el programa Praat de las elocuciones 
de Luis Felipe y de la profesora Johanna 
En la Figura 74 mostramos un fragmento de 41.24 segundos a través 
del programa Praat, en donde representamos las elocuciones sucesivas de 
Luis Felipe, con intervenciones alternadas de la profesora Johanna. Como 
lo muestra la forma de onda, Luis Felipe hace sus elocuciones “2 más 2, más 
1”, “más 3, más 1”, más 4, más otros 4 (esta última elocución es de la profe-
sora Johanna quien interviene casi rítmicamente), “5, más otros 5 más 1”, 
las cuales le permiten al estudiante resaltar la monotonía de sus acciones 
de contar, pausar y adicionar. Es importante aquí resaltar el papel del ritmo 
como un medio semiótico de objetivación. Aclaramos que la profesora Johan-
na también interviene repetidamente afirmando y preguntando, y Luis Felipe 
interviene respondiendo en una especie de vaivén. Lo que queremos resaltar 
en la Figura 74 es la dinámica casi rítmica de los dos tipos de elocuciones 
en la interacción de 41.24 segundos que viven los dos, aunque hemos escrito 
arriba de la figura las elocuciones de Luis Felipe con una intervención de la 
profesora Johanna en relación con la figura 4 de la secuencia que produjo el 
estudiante. 
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Yaneth y Luis Felipe produjeron secuencias diferentes usando la misma 
indeterminancia algebraica contenida en el mensaje. Observemos que las 
configuraciones de las dos secuencias pagan tributo, por un lado a la historia 
cultural de las sesiones anteriores de trabajo y, de otra parte, a la misma 
estructura lingüística del mensaje, particularmente cuando se dice que “tú 
debes coger el número que está en el sobre y sumarle el mismo número y al 
resultado le sumas 1”, lo cual podría hacer pensar en los estudiantes que la 
secuencia que deben construir tiene dos filas, una superior y otra inferior (el 
caso de Luis Felipe), o construir una secuencia como la de la Tarea 1 (el caso 
de Yaneth).
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c a p í t u L O  5
RESuLtaDOS DE La inVEStiGación
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5.1 INTRODUCCIÓN
La empresa llevada a cabo en esta investigación nos planteó retos importantes 
no sólo en la dimensión teórica, sino también en sus aspectos metodológicos. 
Consideramos una fortaleza de este trabajo la articulación entre estas dos 
dimensiones. No podría ser de otra manera. La teoría de la objetivación y los 
elementos asociados con la concepción multimodal del pensamiento humano 
posibilitaron una mirada muy cercana de la actividad matemática de nuestros 
estudiantes cuando enfrentaron las tareas sobre secuencias de generalización 
de patrones.
Estructuramos este capítulo abordando, en primer lugar, la respuesta 
a nuestra pregunta de investigación. Dicha respuesta se afinca en los plan-
teamientos filosóficos de Hegel y en la toma de conciencia de la importancia 
del pensamiento multimodal de nuestros estudiantes. Seguidamente, en el 
apartado de Síntesis y observaciones finales, exponemos algunos elementos 
que nos parecen importantes subrayar en tanto generan reflexiones didácti-
cas en torno a la enseñanza y el aprendizaje del álgebra escolar a la vez que 
sugerimos algunas posibilidades de investigación que se pueden suscitar con 
este trabajo.
5.2 RESPUESTA A LA PREGUNTA DE INVESTIGACIÓN
La pregunta de investigación que nos planteamos fue la siguiente:
¿Qué formas de pensamiento algebraico temprano emergen en alumnos 
de cuarto y quinto grados de Educación Básica Primaria (9-10 años), como 
resultado de su participación en la actividad matemática del aula, específi-
camente en torno a tareas sobre generalización de patrones?
De los análisis realizados sobre las producciones de los estudiantes a lo 
largo de las tareas propuestas sobre generalización de patrones, podemos afir-
mar que las formas de pensamiento algebraico temprano Factual y Contextual 
emergen o aparecen como posibilidades que los estudiantes instancian en la 
actividad. Ésta la entendemos, en su estructura, como el diseño didáctico de 
las tareas y el evento o actividad tal y como ocurrió en cada caso, es decir 
durante cada sesión y más específicamente como se desplegó a partir de los 
diálogos que sostuvieron los estudiantes entre sí, con la profesora Johanna y 
con el investigador. Las evidencias analizadas nos permiten constatar que es 
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en la materialidad de la actividad donde el estudiante puede tomar conciencia 
de estas formas de pensamiento algebraico.
En el capítulo anterior mostramos que los tres vectores que caracteri-
zan el pensamiento algebraico (sentido de la indeterminancia, analiticidad 
y expresión semiótica) cambian según lo hace el Particular hegeliano. Los 
análisis realizados sugieren que la actividad, en general, desarrollada antes 
del Problema del Mensaje, no invita a pensar la indeterminancia en forma 
analítica. Este resultado se debió a que las exigencias establecidas en las ta-
reas antes de este Problema propiciaron posibilidades de expresión semiótica 
en los estudiantes pero al mismo tiempo impusieron ciertos límites. Puede 
apreciarse cómo en las tareas inquiríamos por el número de círculos (cuadra-
dos, por ejemplo) de figuras remotas, además los mensajes elaborados por los 
estudiantes se supeditaron al trabajo sobre figuras lejanas pero particulares. 
Antes de este Problema, la indeterminancia y la analiticidad aparecieron en 
una forma intuida y la primera (indeterminancia) quedó sin nombrar. 
El Problema del Mensaje funcionó como elemento clave de la actividad 
en la aparición de formas más complejas de pensamiento algebraico. En su 
abordaje los alumnos tuvieron que movilizar otros medios semióticos de 
objetivación, en este caso recursos lingüísticos (“a la figura le sumo el mismo 
número de la figura y al resultado que me dé le sumo 3”, “el numero que te 
entregaron tienes que multiplicarlo por 2 y el numero que te dio le sumas 3”, 
“sumar el número que le salga en la tarjeta dos beses y le suma mas tres”), 
que permitieron instanciar otra forma o estrato de pensamiento algebraico 
como lo es el Contextual, es decir, una forma de pensamiento algebraico que 
está en continuidad con el Factual pero que va más allá, va más lejos. En este 
sentido, podemos afirmar que hay una evolución del pensamiento algebraico 
Factual hacia el Contextual. Por ejemplo, las expresiones semióticas antes 
y durante el Problema del Mensaje son distintas, pues en el primer caso se 
instanciaron expresiones como, por ejemplo, 1000x2 + 3, mientras que en el 
segundo caso se produjeron expresiones como #figura x2 + 3. En este estrato 
de pensamiento algebraico Contextual la indeterminancia se tradujo en un 
objeto del discurso por parte de los estudiantes.
La idea que mantuvimos de saber como movimiento la evidenciamos 
a través de testimonios de cambio o como lo plantea Aristóteles, como un 
antes y un después. Dicha transformación se testimonió a partir del hecho 
de que el saber cultural (saber “en sí mismo”) se transformó en un saber 
“para sí mismo”, esto es, se transformó en saber para los estudiantes. Esta 
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transformación resultó en una nueva forma de percibir, hablar y manipular 
conceptualmente las secuencias, lo cual sugiere un desarrollo de procesos 
inacabados o perpetuos, esto es, procesos de subjetivación. A lo largo de las 
sesiones de trabajo y del desarrollo de la actividad, logramos identificar cómo 
los estudiantes fueron instanciando formas culturales de pensamiento, re-
flexión y acción que han quedado codificadas en la cultura. 
En el movimiento con el que es propulsado el saber por la actividad, o 
labor conjunta, ocurrieron las instanciaciones (producciones de los estudian-
tes) que son singulares en movimiento ellos mismos. Para ser reconocidos, 
debe haber una codificación cultural que los objetiva y los reconoce. Su 
codificación los convierte en potencialidad que puede ser enactivada, en el 
sentido de Radford, a través de una actividad o labor. La objetivación, o la 
transformación del saber “en sí mismo” en un objeto de conciencia, no fue el 
resultado de actos solitarios de los estudiantes, no fue el resultado de la con-
templación, por el contrario, tal y como se observaron en los diversos diálogos 
mantenidos entre los estudiantes y la profesora Johanna y los estudiantes y el 
investigador, la objetivación es la transformación, es el resultado de una ac-
tividad material sensorial conjunta –una actividad en donde los estudiantes 
y la profesora Johanna “lucharon” por comunicar: sus intenciones, el patrón 
que generaba las secuencias, la comunalidad que relacionaba los términos de 
la secuencia, etc. 
Los análisis llevados a cabo en este estudio ponen en evidencia que las 
secuencias figurales con apoyo tabular hacen movilizar en los estudiantes 
formas perceptivas y gestuales que no son movilizadas con la misma inten-
sidad cuando los estudiantes enfrentan tareas sobre secuencias numéricas 
con apoyo tabular. En efecto, las secuencias figurales posibilitan una articu-
lación de las estructuras espacial y numérica, lo cual se traduce en un aspecto 
importante del desarrollo del pensamiento algebraico. Dichas estructuras 
sirvieron de punto de referencia para efectuar la generalización, la cual se 
consideró como algebraica Factual en el caso de las tareas 1 y 2 y algebraica 
contextual en el caso de las Tareas 4 y 6. 
El análisis de los procesos de generalización a los que recurren los alum-
nos en el caso de la secuencia numérica con apoyo tabular (Tarea 3) sugiere 
que inicialmente se presentan generalizaciones aritméticas y posteriormente 
se avanza (en términos de evolución hegeliana) para lograr una generaliza-
ción algebraica Factual. En particular, el proceso de generalización de Yaneth 
se basa en un trabajo de relaciones entre números (pues no se cuenta con 
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elementos geométrico-espaciales). Si bien identificamos en este caso una 
generalización aritmética muy sofisticada, no evidenciamos, inicialmente, un 
tránsito entre la abducción y la hipótesis (abducción analítica). El Particular 
hegeliano jugó un papel preponderante en la idea de hacer evolucionar la ge-
neralización aritmética en una algebraica. En particular, Luis Felipe efectúa 
(y también Yaneth), de hecho, una generalización algebraica Factual, pues, 
como lo evidenciamos, él llevó a cabo un proceso de generalización de accio-
nes en la forma de un esquema operacional (que permanece ligado al nivel 
concreto de uso de los símbolos numéricos y gestos como señalamientos o 
apuntamientos), lo cual le permitió ir más allá de los tres primeros términos 
y hacer evidente un patrón para determinar el número de cualquier término 
específico. 
En el caso de la Tarea 5 (Secuencia puramente numérica), observamos 
que los alumnos regresan de nuevo a producciones que evidencian genera-
lizaciones aritméticas y más aún, emergen estrategias de ensayo-error que 
terminan en meras adivinanzas o inducciones ingenuas. El abordaje de esta 
tarea pone en evidencia que para los estudiantes el primer término siempre 
es el número menor, incluso si la secuencia que enfrentan es una de tipo pura-
mente figural como la Tarea 6. Nuevamente el Particular hegeliano, es decir, 
su estructura, imprime su huella. Tanto los tipos de secuencia (puramente 
numérica y puramente figural) como los requerimientos establecidos en cada 
una de ellas, junto con la actividad desplegada, posibilitan las naturalezas de 
sus instanciaciones o producciones. 
El análisis de la actividad matemática de los estudiantes a través de sus 
producciones, indica que la objetivación ocurrió cuando los estudiantes y la 
profesora Johanna (el profesor Rodolfo), a través de la actividad sensorial y 
práctica conjunta, hicieron emerger en el Singular la conceptualidad de lo 
General. Corroboramos la idea teórica de Radford (2013a) según la cual la 
objetivación ocurre cuando el Singular actualiza una forma de mirar las se-
cuencias, una forma de mirar que es de naturaleza algebraica. Como sostiene 
Radford (2012a), se han domesticado tanto el ojo como la mano. Coincidimos 
en este punto con los planteamientos de Radford (2013a) cuando señala que 
la objetivación es el momento de la actividad donde lo General, mediado por 
el Particular, se nos muestra a través del Singular en la conciencia del estu-
diante.
El caso representativo que logramos registrar y analizar en esta inves-
tigación refiere al medio semiótico “la torre”, el cual no constituyó un mero 
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recurso en el acto de conocer de los estudiantes, sino que fungió como un 
recurso semiótico en tanto medió los actos intencionales de ellos. La deno-
minación lingüística “la torre” por parte de los estudiantes constituye un 
hallazgo de esta investigación que no ha sido reportado en otros trabajos en 
educación matemática. Las evidencias que presentamos y analizamos sugie-
ren que las diversas instanciaciones del saber (por ejemplo, pensamiento al-
gebraico Factual), esto es, el conocimiento, que van logrando los estudiantes, 
llega a ser conocimiento-con la torre, como opuesto a conocer vía la torre. 
Este recurso semiótico reguló en cierto momento la actividad matemática de 
estos estudiantes, en tanto condicionó las formas como ellos se apropiaron, 
construyeron o re-significaron dicha actividad y desde luego las maneras de 
pensar. Este hallazgo coincide con los planteamientos de Radford (2012b) en 
el sentido que estos artefactos se incrustan o encarnan en la manera en que 
los estudiantes piensan y llegan a conocer. Coincide también con lo señalado 
por Cole & Wertsch (1996), cuando plantean que estos instrumentos recrean 
y reorganizan la estructura del comportamiento humano. 
El trabajo desarrollado por los estudiantes en el Problema del Mensaje 
evidenció una reducción de recursos semióticos y a la vez una concentración 
del significado en relación con las secuencias. Logramos establecer que a 
lo largo de las sesiones una gran mayoría de estudiantes tomó una mayor 
conciencia sobre las características de las secuencias, sobre las maneras de 
construirlas, la identificación de la comunalidad, entre otras. En términos 
de desarrollo conceptual, podemos identificar la evolución de la unidad de 
componentes materiales e ideacionales del pensamiento algebraico, pues pre-
sentamos evidencias de avances importantes, por parte de los estudiantes, 
en su actividad semiótica, en la cual podemos inferir que hubo una toma de 
decisiones entre lo que consideraban relevante e irrelevante. Este proceso 
resulta en una vinculación más refinada de los recursos semióticos y en 
consecuencia un nivel más profundo de conciencia y de inteligibilidad del 
problema en cuestión. En síntesis, podemos inferir que algunos estudiantes 
desarrollaron un proceso de contracción semiótica, esto es, un proceso gené-
tico o de desarrollo conceptual.
En este contexto, mostramos que la analiticidad aparece mediada por los 
medios semióticos de objetivación. La denotación se hace a través de una acti-
vidad multimodal en la que intervienen la percepción, los gestos y el lenguaje 
natural. Los alumnos llegan a constituir fórmulas encarnadas en la acción y 
en el lenguaje y que se aplica a cualquier término o figura particular. La rique-
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za y potencia del Problema del Mensaje son evidentes. Los estudiantes logra-
ron hacer una generalización algebraica de patrones (Radford, 2008b), pues 
a partir de la identificación de una característica común lograron plantear 
una abducción que se tradujo luego en principio asumido o hipótesis, lo cual 
les permitió deducir apodícticamente una fórmula o regla que proporcionó el 
valor de cualquier figura. 
En el trabajo desarrollado por los estudiantes con este Problema tam-
bién evidenciamos que el Particular hegeliano cambia de naturaleza debido 
al tipo de exigencia que propusimos en la tarea, lo cual propulsa otro tipo de 
actividad o evento, representado por las producciones de los estudiantes y los 
diálogos que emergieron entre los estudiantes, entre los estudiantes y la pro-
fesora Johanna y entre los estudiantes y el proponente de esta tesis doctoral. 
Esta investigación muestra que recursos semióticos tales como los gestos, 
el movimiento, la ritmicidad y la actividad perceptual son consubstanciales 
a la manifestación y constitución del pensamiento algebraico temprano. Los 
análisis de los datos sugieren, por ejemplo, el papel importante del ritmo 
como medio semiótico de objetivación. En el proceso de semiosis perceptiva, 
presentamos análisis de evidencias que indican que la coordinación de deíc-
ticos espaciales, ritmo, palabras y actividad perceptual constituye un nodo 
semiótico, el cual caracteriza la actividad reflexiva de algunos estudiantes, 
sobre todo en los procesos progresivos de la aprehensión perceptual del pa-
trón y su generalización. 
El análisis de las diversas producciones o instanciaciones de los estudian-
tes sugiere que el lenguaje natural les sirve de apoyo para expresar a través 
de una fórmula corpórea, por ejemplo, cuestiones relacionadas con el tiempo; 
así, expresiones tales como “sigue sucesivamente”, sugiere que se ha captu-
rado el patrón y se ha identificado la comunalidad. El estudiante no predica 
sobre una figura particular sino sobre todas las figuras, trascendiendo el aquí 
y el ahora. El uso de deícticos espaciales en expresiones, por ejemplo, como: 
“tiene que ir abajo 5 círculos”, “el que sigue”, “aquí arriba”, “aquí abajo”, 
entre otras, puestos en funcionamiento por parte de los estudiantes en sus 
instanciaciones, son elementos que nos muestran cómo el lenguaje simbólico 
incorpora la dimensión lingüística. Este hallazgo es importante, pues por lo 
general en una fórmula algebraica estas expresiones quedan implícitas en 
su estructura y ésta no deja ver quizás las maneras como han evolucionado 
las fórmulas corpóreas que se han expresado a través de acciones (por ejem-
plo, gestos, ritmos, miradas, palabras) y que se despliegan en el espacio y el 
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tiempo. Este elemento didáctico es un indicador que nos brinda información 
valiosa sobre la emergencia del pensamiento algebraico temprano. 
En consonancia con el pronunciamiento anterior, consideramos que esta 
investigación pone de manifiesto la relevancia de recursos semióticos como 
tocar, mover, mirar, importancia que ha sido subrayada por Arzarello (2006), 
cuando señala que estos recursos semióticos emergen como aspectos impor-
tantes en la constitución y manifestación del pensamiento algebraico.
5.3 SÍNTESIS Y OBSERVACIONES FINALES
Los datos expuestos y analizados en esta investigación indican que la con-
substancialidad del conocimiento y la actividad (a través de la cual el saber 
es instanciado) es puesta de presente en las maneras como los estudiantes 
conocen. Esta consubstancialidad, que se refleja en la manera en la cual las 
formas culturales como los estudiantes se interrelacionan entre ellos mismos 
y ellos con la profesora Johanna (y con el investigador), imprime su huella al 
contenido conceptual instanciado. 
El conocimiento que han logrado nuestros estudiantes sobre el pensa-
miento algebraico en relación con tareas sobre secuencias, si bien es impor-
tante, también es necesario subrayar que no es completo. Coincidimos con 
Radford (2013a) cuando sostiene que el movimiento actualizado no puede 
capturar lo General en su totalidad. Y no puede hacerlo porque lo General 
sólo puede ser objeto de la conciencia a través de Particulares y Singulares. 
Como resultado, la actualización ostensivamente encarna lo General y al mis-
mo tiempo lo hace desaparecer. Esta es la razón por la que la actualización 
(como evento) es siempre deficiente. Esta investigación muestra, sin embargo, 
que su deficiencia es portadora de nuevas posibilidades, ya que sólo a través 
de la actualización algo nuevo puede surgir.
Destacamos que los tres vectores que caracterizan el pensamiento 
algebraico cambian según lo hace la estructura del Particular hegeliano en 
sus componentes Φ y Θ. Más específicamente, hemos mostrado que la conti-
nuidad entre el pensamiento algebraico Factual y el pensamiento algebraico 
Contextual está determinada por la naturaleza de la indeterminancia, lo cual 
podría sugerir también una continuidad entre el pensamiento algebraico 
Contextual y el Estándar o Simbólico. En este sentido, el Problema del Men-
saje funge como parte del Particular hegeliano que provoca tal evolución o 
continuidad. 
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Este trabajo evidencia la presencia de dos analiticidades. Una analiti-
cidad (GA) relativa a la generalización algebraica como deducciones que se 
hacen a partir de ciertas premisas y otra (PA) asociada al carácter operato-
rio de la indeterminancia, la cual constituye una de las características del 
pensamiento algebraico. Postulamos que el pensamiento algebraico, desde 
la caracterización sugerida por Radford (2010b) (indeterminancia, analitici-
dad y expresión semiótica), engloba la generalización algebraica de patrones 
también caracterizada por este autor (Radford, 2013b). Es más, conjeturamos 
que, al parecer, la analiticidad GA propulsa la analiticidad PA, instanciando 
una forma de pensamiento algebraico Contextual pues la indeterminancia, 
en este estrato de pensamiento, es analítica. 
Esta investigación aporta conocimiento relacionado con estrategias que 
los estudiantes de cuarto y quinto grados de Educación Básica Primaria (9-10 
años) ponen en juego cuando abordan problemas de generalización de patro-
nes y con la caracterización del pensamiento algebraico en alumnos jóvenes. 
Varias reflexiones se han hecho presentes a lo largo de este trabajo y algunas 
posibilidades de investigación han emergido. Consideramos pertinente y 
necesario adelantar indagaciones sistemáticas que nos arrojen luces de res-
puesta sobre los siguientes temas:
• La relación del Particular hegeliano con la evolución del pensamiento 
algebraico Contextual hacia el pensamiento algebraico Simbólico o 
Estándar. Esta exploración debería identificar, en relación con las 
producciones o instanciaciones de los estudiantes, evidencias sobre 
la evolución de fórmulas corpóreas hacia “formas más sofisticadas”. 
• La relación dialéctica entre los procesos de generalización algebraica 
y las formas de pensamiento algebraico. Nuestra investigación aporta 
elementos de dicha relación y plantea algunos puntos de reflexión que 
merecen retomarse en futuras investigaciones. En particular, sería 
interesante estudiar de manera más sistemática las relaciones entre 
la analiticidad GA y la analiticidad PA. Nos parece también conve-
niente profundizar las generalizaciones aritméticas y algebraicas 
en relación con el Particular hegeliano. Al parecer existen formas 
sofisticadas de generalización aritmética o tal vez proto-formas de 
pensamiento algebraico (basadas en una proto-analiticidad).
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• Analizar sistemáticamente la incorporación del lenguaje natural en 
las formulaciones algebraicas de los estudiantes. Un estudio mucho 
más profundo debería visibilizar cómo se van orquestando estas for-
mulaciones algebraicas, lo cual podría establecer un papel importante 
de los deícticos espaciales y temporales así como la coordinación de 
estos con la percepción y la ritmicidad. Este análisis quizás conduzca 
a comprender aún más el proceso de contracción semiótica de los 
estudiantes.
En términos más generales, consideramos que la investigación aporta 
elementos didácticos y metodológicos que nos permiten repensar los procesos 
de enseñanza y aprendizaje del álgebra escolar, en tanto ponen en el horizonte 
didáctico formas alternativas de intervención en el aula de matemáticas que 
necesariamente deberían considerar aspectos corpóreos en el acto de conocer 
y aprender. 
Los resultados de esta investigación arrojan elementos que contribuyen 
a la construcción de currículos —y materiales curriculares— que consideren 
la perspectiva de Álgebra Temprana, construcción curricular que debe incidir 
en una mejora significativa de los aprendizajes de los estudiantes, más espe-
cíficamente, debe redundar en una educación matemática con sentido y signi-
ficado para ellos (Agudelo-Valderrama, 2000; Agudelo-Valderrama & Vergel, 
2009; Molina, 2009). Finalmente, esperamos que estos resultados puedan 
alimentar los currículos de los programas de formación inicial de docentes de 
matemáticas, en tanto aportan elementos que permiten pensar en derrotar el 
prejuicio o la creencia errada de que los aprendizajes de nuestros estudiantes 
en matemáticas son memorísticos, mecánicos, descontextualizados e inertes, 
estáticos y en general, útiles para muy poco.
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